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Diese Aufgaben werden unter einer Creative Commons BY-NC-ND 4.0 Lizenz bereitgestellt.
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Ubungen, Priifungen, etc.) kopiert werden. In diesem Fall muss der Ursprung der Aufgabe aber z.B. anhand

des MmF-Logos erkennbar sein.

Alle anderen Aufgaben stammen aus den SR(D)P-Aufgabenpools der AHS bzw. BHS.
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1. ANDERUNGSMASSE VON FUNKTIONEN

MmF

1.1

Der zeitliche Verlauf der 6sterreichischen Staatsverschuldung ist im folgenden Bild dargestellt:
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Quelle: Statistik Austria (10.06.2021)

Im Jahr 1995 betrug die 6sterreichische Staatsverschuldung rund 121 Milliarden Euro.
Im Jahr 2020 betrug die 6sterreichische Staatsverschuldung rund 315 Milliarden Euro.

1) Berechne die absolute Anderung der dsterreichischen Staatsverschuldung im Zeitraum [1995;2020].
Interpretiere den Wert dieser absoluten Anderung im gegebenen Sachzusammenhang.

2) Berechne die relative Anderung der dsterreichischen Staatsverschuldung im Zeitraum [1995; 2020].
Interpretiere den Wert dieser relativen Anderung im gegebenen Sachzusammenhang.

3) Berechne die mittlere Anderungsrate der dsterreichischen Staatsverschuldung im Zeitraum [1995;2020].

Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate im gegebenen Sachzusammenhang.

V12 MmF
8| s(t) in Metern Der Graph einer Weg-Zeit-Funktion s ist links dargestellt.
7 .
. 1) Ermittle die mittlere Anderungsrate von s
5 im Zeitintervall [5s;11s]. Gib ihre Einheit an.
¢ 2) Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate.
3
2
; s
t in Sekunden
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
S | & MmF
8| v(t) in m/s Der Graph einer Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist links dargestellt.
7 .
. 1) Ermittle die mittlere Anderungsrate von v
s| im Intervall [5s;10s]. Gib ihre Einheit an.
¢ 2) Interpretiere den Wert dieser mittleren Anderungsrate.
3
2
1
t in Sekunden
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M
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s 7 a MmF

Emanuel startet zum Zeitpunkt ¢ = 0s einen Fallschirmsprung.

a) Der von ihm zuriickgelegte Weg wird in den ersten 5 Sekunden durch die folgende Weg-Zeit-Funktion s
modelliert:
981 t... Zeit in Sekunden
s(t) = ,T 12 s(t) ... zuriickgelegter Weg in Metern bis zum Zeitpunkt ¢

Die zugehorige Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v hat dann die folgende Gleichung:
t... Zeit in Sekunden
v(t) =9,81-¢ v(t) ... Geschwindigkeit in m/s zum Zeitpunkt ¢

1) Emanuel versucht die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1s;4s] folgendermafien zu berechnen:

v(4) —v(l) 29,43 .
11 = 3 =981 Emanuel berechnet also die mittlere Anderungsrate von v im Zeitintervall [1s;4s].
Emanuel berechnet damit nicht die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1s;4s].

Welche Einheit hat das Ergebnis? Was berechnet Emanuel damit?

2) Skizziere rechts den Graphen von v im Zeitintervall [0s;5s]. so|v(t) in m/s
3) Berechne seine mittlere Geschwindigkeit v im Zeitintervall [1s; 4 s] mit “
30
der folgenden Formel: "
5 Zuriickgelegter Weg 10
- Benétigte Zeit t in Sekunden

0 1. 2 3 4 5

4) Diesmal versucht Emanuel die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1s;4s] als arithmetisches Mittel
der Anfangs- und Endgeschwindigkeit zu berechnen:
v(d) +v(4)
2

Im Allgemeinen ist diese Rechnung falsch. Warum kommt Emanuel bei dieser Geschwindigkeit-Zeit-

= 24,525m /s

Funktion v trotzdem zum richtigen Ergebnis?

b) Unter Beriicksichtigung der Reibung wird sein Fallschirmsprung durch die Funktionen s und vr modelliert:
t... Zeit in Sekunden

sp(t) =50t +312,5. ¢ %167
sg(t) ... zuriickgelegter Weg in Metern bis zum Zeitpunkt ¢

_ —0,16-¢
vR(t) =50 =50 e vgr(t) ... Geschwindigkeit in m/s zum Zeitpunkt ¢

1) Berechne seine mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall
[1 s: 4 S] 0 vp(t) in m/s
;4.

2) Skizziere rechts den Graphen der Funktion vg. 40

3) Rechne nach, dass

30

20
vr(L) + vr(4) ”
2 t in Sekunden

nicht die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1s;4s] ist.
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s " TR
zunjckgeiegteﬂ Wegiin Metern | . . . .
R B e Jugendliche fahren mit ihren Motorrddern von Jenbach
e = = =
gale S nach Schwaz.
|
160 s T . .
i I Im nebenstehenden Weg-Zeit-Diagramm ist der Funktions-
] N E i S R A graph fir die ersten Sekunden eines Motorradfahrers nach
G (0, ) T G i
o) B der Abfahrt von Jenbach dargestellt.
601 ——
401~ ‘ o ooy 1) Ermitteln Sie die mittlere Geschwindigkeit v in den ers-
20 - B I A S (g i - ~ . .
ol — il Ll ZESekTnen ten 20 Sekunden in Kilometern pro Stunde.
G 2 4 6 B8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
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und Forschung

30 -J Wasserstandshéhe-in-mm Im nebenstehenden Diagramm sind 4 unterschiedliche

. Wasserstandshohen in einem Regenmesser im Laufe ei-
] nes Tages dargestellt.

1) Ermitteln Sie die mittlere Anderungsrate der Wasser-

standshohe zwischen 4:00 Uhr und 16:00 Uhr.

h

;
‘ n

T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit seit Mitternacht i

a = Bund isterium
- 1 7 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Der ,Energieverbrauch® in Kilojoule (kJ) pro Minute (min) beim Joggen ist unter anderem abhiingig von der
Korpermasse in Kilogramm (kg). Der ,Energieverbrauch® bei einer bestimmten Geschwindigkeit durch ebenes
Geldande wird durch die folgende Tabelle beschrieben:

Korpermasse

in kg 50 60 70 80 90 100
+Energieverbrauch*

in kJ pro min 58 66 73 82 90 98

a) 1) Berechnen Sie aus den Werten der obigen Tabelle die mittlere Anderungsrate zwischen 50 kg und 100 kg

des ,,Energieverbrauchs“ pro Kilogramm Koérpermasse.

b) Eine Person mit 70kg Korpergewicht beginnt mit einer bestimmten Geschwindigkeit zu joggen und wird

aufgrund von Erschopfung langsamer. Damit sinkt ihr ,,Energieverbrauch“ pro Minute um 0,5 %.

1) Stellen Sie eine Funktion der Zeit auf, die den sinkenden , Energieverbrauch® dieser Person beschreibt.

= - d inisterium
- 1 8 Bildung, Wissenschaft )

und Forschung

Der Wert N5 gibt die Anzahl der Néchtigungen in Osterreichischen Jugendherbergen im Jahr 2012 an, der Wert
Ni3 jene im Jahr 2013.

Aufgabenstellung:
N
Geben Sie die Bedeutung der Gleichung N—l‘o’ = 1,012 fiir die Verdnderung der Anzahl der Néchtigungen in
12
osterreichischen Jugendherbergen an!



https://prod.aufgabenpool.at/amn/teila/461/Motorradfahrt.pdf
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ANt A
Von einer Funktion f ist die nebenstehende Wertetabelle gegeben. X fx)
-3 42
Aufgabenstellung: o | o
Die mittlere Anderungsrate der Funktion f ist im Intervall [—1; ] 1 10
fiir genau ein b € {0; 1;2; 3;4; 5;6} gleich null. Geben Sie b an! 0 0
1 -6
b= 2 -8
3 -6
4 0
5 10
6 24

" 110 7 i

In ein Schwimmbad wird ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 Wasser eingelassen. Die Funktion h beschreibt die Hohe des
Wasserspiegels zum Zeitpunkt ¢. Die Hohe h(t) wird dabei in dm gemessen, die Zeit ¢ in Stunden.

Aufgabenstellung:
Interpretieren Sie das Ergebnis der folgenden Berechnung im gegebenen Kontext!
hs) —h2)
5-2
IR T

Der Benzinverbrauch im 1. Gang im Intervall [7km/h;40km/h] kann ndherungsweise durch folgende Funktions-
gleichung beschrieben werden:
3-v2+10- v+ 1500
b(v) =
10 - (v + 10)
v... Geschwindigkeit in km/h
b(v) ... Benzinverbrauch bei der Geschwindigkeit v in Litern pro 100 Kilometer (L/100km)

1) Ermitteln Sie die mittlere Anderungsrate des Benzinverbrauchs fiir das Intervall [10 km/h; 30 km/h].

2) Berechnen Sie die relative Anderung des Benzinverbrauchs in Prozent bei einer Erhéhung der Geschwindigkeit
von 10km/h auf 30 km/h.

. J

" 112 ™ = twdesmisteran
[

und Forschung

Hannes machte eine zehnwochige Didt und notierte dabei am Beginn jeder Woche und am Ende der Didt seine

Korpermasse (in kg). Diese Werte sind im nachstehenden Diagramm dargestellt.

Korpermasse in kg

92
Aufgabenstellung:
Geben Sie die absolute Anderung (in kg) und die relative An- “
derung (in %) der Korpermasse von Hannes vom Beginn bis “ 1 . ¢
zum Ende der zehnwochigen Didt an. “ . |

84 A ! ! ! — &
absolute Anderung: kg SN A N I N I N A A
relative Anderung: % 80 |

T Zeit in Wochen
°0 7 5 § 4 5 6 7 8 5



https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/376/Mittlere%20%C3%84nderungsrate.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/288/Schwimmbad.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/teila/609/A_185_Benzinverbrauch.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/635/Diaet.pdf
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1.3
Ein Buch in digitaler Form wird als E-Book (von engl. electronic book) bezeichnet. Die beiden folgenden auf

Deutschland bezogenen Grafiken stellen Schétzwerte fiir die Entwicklung des Markts fiir E-Books dar:

aft)

S

Umsatz im Markt flr E-Books Nutzer im Markt fir E-Books
1000 - - - - - - - — - 10
869 5o 85 88 9
© 800 - - 773 _ . 7.8 :
8-~
] 659 S
g 600 550 s6- -
< 446 2
£ 400 349 - - - - - S 4 e
= <
c 200 - - - - - - 2
0
2015 2016 2017 2018 2019 2020 2015 2016 2017 2018 2019 2020

Quelle: http://www.e-book-news.de/20-prozent-wachstum-pro-jahr-statista-sieht-deutschen-e-book-markt-im-aufwind/
[19.06.2019] (adaptiert).

Aufgabenstellung:

1) Berechnen Sie fiir den geschitzten Umsatz pro Nutzer in Deutschland die absolute und die relative Anderung
fiir den Zeitraum von 2015 bis 2020.
2) Berechnen Sie den Differenzenquotienten des geschétzten Umsatzes pro Nutzer in Deutschland fiir den Zeitraum

von 2015 bis 2020.

Die geschétzte Steigerung des Umsatzes im Markt fiir E-Books von 349 Millionen Euro im Jahr 2015 auf 869 Mil-
lionen Euro im Jahr 2020 wird in der oben angefiihrten Quelle wie folgt beschrieben:

»20 Prozent Wachstum pro Jahr®

3) Geben Sie an, wie die Umsatzschatzung U(2017) fiir das Jahr 2017 hétte lauten missen, wenn der Umsatz

ausgehend vom Schéitzwert von 2015 tatséachlich jahrlich um 20 % zugenommen hétte.

U(2017) = Millionen Euro

Im Jahr 2015 betrug die Einwohnerzahl von Deutschland ungefihr 82,18 Millionen, jene von Osterreich ungefihr
8,58 Millionen. Jemand stellt sich die folgende Frage: ,,Wie gro ist die Anzahl der Personen aus Osterreich, die
im Jahr 2015 schon E-Book-Nutzer waren?*

4) Beantworten Sie diese Frage unter der Annahme, dass Osterreich im Jahr 2015 den gleichen (geschitzten)

Anteil an E-Book-Nutzern wie Deutschland hatte.

Anzahl: Personen



https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-2/537/E-Book.pdf
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-

- Bild! v haft )
ildung, Wissenschaft
1.14 tnd Ferechung
Drei Personen A, B und C absolvieren jeweils vor und nach einem Spezialtraining denselben Koordinationstest.

In der nachstehenden Tabelle sind die dabei erreichten Punkte angefiihrt.

Person A Person B | Person C

erreichte Punkte vor dem Spezialtraining 5 15 20

erreichte Punkte nach dem Spezialtraining 8 19 35

Gute Leistungen sind durch hohe Punktezahlen gekennzeichnet. Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, erreichen alle

drei Personen nach dem Spezialtraining mehr Punkte als vorher.

Aufgabenstellung:

Wahlen Sie aus den Personen A, B und C' die beiden aus, die die nachstehenden Bedingungen erfiillen!

e Bei der ersten Person ist die absolute Anderung der Punktezahl gréfler als bei der zweiten.

o Bei der zweiten Person ist die relative Anderung der Punktezahl gréfler als bei der ersten Person.

erste Person: zweite Person:

1.1 1) 194Mrd.€ Die 6st. Staatsverschuldung war im Jahr 2020 um 194 Mrd. € grofer als im Jahr 1995.
2) 160,3...% Die 6st. Staatsverschuldung war im Jahr 2020 um 160,3... % gréfler als im Jahr 1995.
3) 7,76 Mrd.€ /Jahr Die 6st. Staatsverschuldung ist im Zeitraum [1995; 2020] pro Jahr durchschnittlich um 7,76 Mrd € gewachsen.
1.2 1) 40 = 2Zm/s
2) Im Zeitintervall [5s;11s] werden pro Sekunde durchschnittlich % m zuriickgelegt.
Oder: Im Zeitintervall [5s;11s] betrégt die mittlere Geschwindigkeit Z m/s.
1.3 1) 2B/ —04m/s?
2) Im Zeitintervall [5s;10s] wird die Geschwindigkeit pro Sekunde durchschnittlich um 0,4 m/s groBer.
Oder: Im Zeitintervall [5s; 10s] betriigt die mittlere Beschleunigung 0,4 m/s?.
s 0(t) in m/s
40
1.4 a) 1) 9,81 m/s? ist seine mittlere Beschleunigung im Zeitintervall [1s;4s]. 2) % 3) 24,525 m/s
20
10
t in Sekunden
o 1 2 3 4 5
4) v ist eine lineare Funktion. Deshalb ist der ,durchschnittliche® Funktionswert das arithmetische Mittel von Anfangs- und Endwert.
502»,,(/) in m/s
40
b) 1) 16,16...m/s 2) 3) 22MFRW _ 4551 m/s £ 16,16... m/s
2
u; ¢ in Sckunden
1.5 25,2km/h
1.6 0,833...mm/h
1.7 a) 40;.)]]/(me =0,8 mi}ff_kg b) E(t) = 73-0,995° ...Energieverbrauch in kJ/min nach ¢t Minuten
1.8 Im Jahr 2013 gab es um 1,2 % mehr Néchtigungen in &sterreichischen Jugendherbergen als im Jahr 2012.
1.9 b=5
1.10 Die Wasserhéhe nimmt im Zeitintervall [2; 5] um durchschnittlich 4 dm pro Stunde zu.
1.11 1) 0,0875L/100km 2) 18,42... %
1.12 absolute Anderung: —7 kg Toleranzintervall: [—7,25 kg; —6,75 kg]
relative Anderung: —8 % Toleranzintervall: [—8,3 %; —7,6 %]
1.13 1) absolute Anderung: €45,63... relative Anderung: 0,915...  2) €9,12 pro Jahr  3) 502,56 Millionen Euro  4) 730835 Personen
1.14 erste Person: Person B zweite Person: Person A



https://prod.aufgabenpool.at/amn/Typ-1/262/Leistungsverbesserung.pdf
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2. DIFFERENTIALQUOTIENT

mF
In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:
Fir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung. y
Va1 MmF
Berechne die mittlere Anderungsrate der Funktion f mit f(z) =322+ 1 im Intervall [2;2 + h] fiir
1) h = 1, 2) h = 0,1, 3) h = 0,01 Welchem Wert nihert sich die mittlere Anderungsrate vermutlich an, wenn h — 0?
AV 29 MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =3 22 +1
Die Punkte A= (2|y4) und B = (5| yp) liegen auf dem Funktionsgraphen.
a) Berechne y4 und yp.
b) Berechne die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B.
c) Ermittle eine Gleichung der Sekante, die durch die Punkte A und B verlduft.
~Ws3 MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =3 22 +1 )
Die Punkte A= (2|13) und B=(2+h | f(2+ h)) liegen auf dem Funktionsgraphen. % B
60
a) Stelle mithilfe von h eine Formel fiir die Steigung der Sekante Fow
durch die Punkte A und B auf. ol 4
b) Berechne die Steigung der Tangente im Punkt A. T
-3 -2 -1 1 2 3 45
c) Ermittle eine Gleichung der Tangente im Punkt A.
“Wa.4 MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =3 22 +1
Die Punkte A = (zq | f(z0)) und B = (xg+h | f(zo + h)) liegen auf dem Funktionsgraphen.
a) Stelle mithilfe von zy und h eine Formel fiir die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B auf.
b) Stelle mithilfe von z( eine Formel fiir die Steigung der Tangente im Punkt A auf.
c) Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion f’.
~WBE MmF
Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(r) = —22 + 32 — 42
Die Punkte A = (xq | f(z0)) und B = (xg+h | f(zo + h)) liegen auf dem Funktionsgraphen.
a) Stelle mithilfe von zy und h eine Formel fiir die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B auf.
b) Stelle mithilfe von z( eine Formel fiir die Steigung der Tangente im Punkt A auf.
¢) Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion f’.
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~wEer MmF
Fiir die kubische Funktion f gilt: f(x) = 0,523
Die Punkte A = (2| f(2)) und B=(2+h | f(2+ h)) liegt auf dem Funktionsgraphen.
a) Stelle mithilfe von h eine Formel fiir die Steigung der Sekante durch die Punkte A und B auf.
b) Berechne die Steigung der Tangente im Punkt A.
c) Ermittle eine Gleichung der Tangente im Punkt A.
~WE7 MmF
Fiir die kubische Funktion f gilt: f(x) =2 2% —7-22+2 -2+ 87
Berechne die lokale Anderungsrate von f an der Stelle x = 4.
S oY & MmF
y
° Der Graph der Funktion f mit f(x) =2/ ist links dargestellt.
5
" g 1) Skizziere die Tangente im Punkt A = (4 | f(4)).
s 1
) A Tatsachlich gilt: f/(z) = NG
' . 2) Berechne f/(4).
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
- 2.9 = B\\d:ng‘ w‘sm‘::mhar’ﬁ

Aufblasbare Tunnelzelte erfreuen sich als Messesténde immer grofierer Beliebtheit.
In der nebenstehenden Abbildung ist die Auflenhiille eines Zeltes, die durch

den Graphen einer geraden Funktion p modelliert wurde, dargestellt.

Toginm

In einer Hohe von 2m werden an der linken und an der rechten Seite der Au-
Benhiille Seile angebracht. Diese werden so gespannt und am Boden befestigt,

dass sie wie eine Tangente an die Auflenhiille verlaufen.

1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die Seile ein.

und Forschung

.

-

\\\\\

2.10

Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion f.
Aufgabenstellung:

|
|
L
|
|
[
|
|

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Der Differenzialquotient an der Stelle x = 6 ist groBer als der
Differenzialquotient an der Stelle x = -3.

Der Differenzialquotient an der Stelle x = 1 ist negativ.

Der Differenzenquotient im Intervall [-3; 0] ist 1.

Die mittlere Anderungsrate ist in keinem Intervall gleich 0.

Der Differenzenquotient im Intervall [3; 6] ist positiv.

o000 |gd|g

10
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211

Um Unebenheiten eines Bodens festzustellen, wird eine Messlatte verwendet.

pK), f(x) in mm

Das Profil des Bodens kann ndherungsweise durch den Graphen einer Polynomfunktion p
beschrieben werden, die Unterkante der Messlatte kann durch den Graphen einer linearen

Funktion f beschrieben werden. Die Messlatte beriihrt den Boden in den Punkten
Py = (z1 | p(z1)) und P = (22 | p(z2)).
Die Steigung der linearen Funktion f ist k.

Eine der nebenstehenden Aussagen stimmt nicht mit der obigen Abbildung tiberein.

1) Kreuzen Sie die nicht zutreffende Aussage an. [1 aus 5]

\

und Forschung

I I O R O I A

J

~ 212

dem Graphen mit den z-Koordinaten x1, zs, 3 und x4 eingezeichnet.
Aufgabenstellung;:

Kreuzen Sie die beiden auf die Funktion f zutreffenden Aussagen an. f(x)

Der Differenzenquotient fir das Intervall [x,; x,] ist [

Kleiner als der Differenzialquotient an der Stelle x,.

Der Differenzenquotient fur das Intervall [x,; x,] ist

Nachstehend ist der Graph einer Polynomfunktion f zweiten Grades abgebildet. Zuséatzlich sind vier Punkte auf

di ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

J

Aufgabenstellung;:

Kennzeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung denjenigen Punkt

P = (z2 ] f(z2)), bei dem beide oben genannten Bedingungen erfiillt sind.

Kleiner als der Differenzialquotient an der Stelle x,. [
Der Differenzenqluotientl far da§ Intervall [x,; x,] ist [] \
Kleiner als der Differenzialquotient an der Stelle x,.
Der Diﬁerenzenquotient. flr da.s Intervall [x,; x,] ist ]
gréBer als der Differenzialquotient an der Stelle x,. .
De"r Differenzenquotient' far dag Intervall [x; x,] ist [] X, X, X,
gréBer als der Differenzialquotient an der Stelle x,.
C2as TR
In der nebenstehenden Abbildung sind der Graph der Polynomfunktion f )
und der Punkt A = (21 | f(z1)) des Graphen von f dargestellt. ;
Fir eine Stelle x5 in der nebenstehenden Abbildung mit x5 > 7 gelten
folgende Bedingungen: 0 X
0
e Der Differenzialquotient von f an der Stelle x5 ist negativ.
o Der Differenzenquotient von f im Intervall [x1; ] ist null. A= (1)

11
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214 ©
Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion f:
fx)

5

4

und Forschung

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

]

N N

= Bundesministerium

"V 215

&)

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades f dargestellt.

und Forschung

Aufgabenstellung:
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an.

24
\/—\ Im Intervall (O; 2) gibt es eine Stelle a, sodass gilt: % =7'(0) U]
0 f
J Jo1 2 3 2 5 & 7 Im Intervall (4; 6) gibt es eine Stelle a, sodass gilt: “52 —gO) =r(0) [
14 -
o] Flr alle a € (0; 1) gilt: Je Kleiner a ist, desto weniger
unterscheidet sich fla) - f0) von f(0) O
-34 a-0 ’
—4 Flr alle a € (2; 5) gilt: Je gréBer a ist, desto weniger
-5 unterscheidet sich % von f(0). O
B S S ) A ) W
Fir alle a € (2; 3) gilt: % > f(0) []
216
g ]
In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph einer Funktion f 1
im Intervall [1;7] dargestellt. *]
5 -
Aufgabenstellung: . f
Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung denjenigen Punkt P des N
Graphen von f ein, in dem fiir die Funktion f der Differenzialquotient dem o
Differenzenquotienten im Intervall [1; 7] entspricht. N
0 T T T T T T T .

12
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2.1
2.2
2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15

2.16

1) 15 2) 12,3  3) 12,03

a)ya =13, yp =76 b)21 c)y=21-2—29

a)12+3-h b) f/(2) = lim(12+3-h) =12 c)y=12 -2 — 11
h—0

a)6-z0+3-h b) f'(z0)=1lim((6-20+3-h)=6-290 <c) f(z)=6 =
h—0
a) —2-x9g—h+3 b) f'(z9) =lim(-2-20—h+3)=-2-20+3 ¢) f'(z)=-2-2+3
h—0
a)6+3-h+0,5-h> b)f(2)=1m@6+3-h+05-h?)=6 c)y=6-z—8
h—0

Zur Kontrolle: f(4+h) =2- R +17-h24+42-h+ 111 Lokale Anderungsrate: f'(4) =42

F@=3

O N IR B

Richtig sind die 2. Antwort und die 5. Antwort von oben.

p’(x1) = 0 stimmt nicht.

Richtig sind die 2. Antwort und die 4. Antwort von oben.

Schneide die waagrechte Gerade durch A mit dem Graphen. Der rechte Schnittpunkt ist P.
Richtig sind die 2. Antwort und die 4. Antwort von oben.

Richtig sind die 3. Antwort und die 5. Antwort von oben.

)
5] ™

R S ]

13




PROJEKT MMF AS — DIFFERENTIALRECHNUNG

3. ABLEITUNGSREGELN

mF

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:

Fir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung.

)

S % B MmF

Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.

4
3. z2

a) flx)=5-22+3-27' — b)g(z):2~\/:?+?f\4/xi5 c) h(z) =2°+€"

S . a MmPF

Verwende die Quotientenregel, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.
sin(x) 2?2 +1 42 ) sin(z)

W) f(o) = tan@) = U B) o) = gy @) R =g ) ile) =

61

.

S Y & MmF

Verwende die Kettenregel, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.

a) f(z)=4-sin(2-x+5) b)gx)=8-¢"7 ¢c)h(x)= % e d) i(x) = In(1 — %)

~wEar MmF

Verwende die Ableitungsregeln, um die Ableitungsfunktion der gegebenen Funktion zu ermitteln.

a) [(1) =5 ¢" ) g() =042 sin(d-w—2) ) h(x) = é In2 -2 —5)

AV MmF

Der Graph der Funktion f mit f(x) = v/22 ist rechts dargestellt. y

Im Punkt A = (1] f(1)) ist die Tangente eingezeichnet. .

1) Lies die Steigung von f im Punkt A ab. [
2

2) Berechne die Steigung von f im Punkt A mit den Ableitungsregeln. \ A

Vergleiche das Ergebnis mit 1).

7/0 1 2 3 4 5 6 7 8
3) Erstelle eine Gleichung der Tangente im Punkt A. -1

~wEer MmF

sly Der Graph der Funktion f mit f(x) =z —In(x) ist links dargestellt.

3| f 1) Zeichne links jene Tangente ein, die man vom Ursprung ausgehend an

2 den Funktionsgraphen legen kann.

1 2) Berechne die Steigung dieser Tangente.

0 1 2 3 4 5 6 3) Berechne den Beriithrpunkt dieser Tangente mit dem Graphen.

14
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y a

MmF

3.7

Berechne an welcher Stelle die Tangenten an die beiden Funktionsgraphen die gleiche Steigung haben:

fl@)y=3-¢"+2 und g¢g(x)=7-2—2

L a

3.8

Zwischen der Steigung f’(z¢) und dem Steigungswinkel o an der

Stelle zg besteht folgender Zusammenhang: f/(zo) = tan(a)
In welchem Punkt hat die Tangente an den Graphen ...

a) ...von f(z)=e* —3-z die Steigung 40 %?

b) ...von g(z) =/ + 10 den Steigungswinkel o = 16°?

1) Berechne den Schnittpunkt Bj.
2) Zeige, dass die Steigung von f im Punkt By nicht 0 ist.
3) Zeige, dass die Steigung von f und die Steigung von g im Punkt By gleich grof} sind.

~WES MmF
Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Funktion f mit f(z) = e* die senkrechte Achse?
310 MmF
Ermittle eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f mit
1
f(z) = g-x3—2-x2—5~x+1
an der Stelle x = —3 und ihren Neigungswinkel.
Va1l MmF
Der Graph der Funktion h mit h(x) = 1 -sin(2-z) ist rechts dargestellt. W)
a) Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein. \
b) Unter welchem Winkel schneidet der Graph die z-Achse 5 zinrad
bei den beiden dargestellten Nullstellen?
Beachte, dass der Winkel im Bogenmafl gemessen ist.
~ 342 MmF
Die maximale Auslenkung eines Pendels nimmt aufgrund der Reibung stetig ab. ,Gedampfte Schwingung
5 Fiir die dargestellte Funktion f gilt:
081 /N . —0.1-z
ool [\ 2, f(x) = sin(a) - e
o B B. Die dargestellte Funktion g mit
0.2 e B3 B,
o 0 e .
2 |4 8 Yo 17 14 18 20 2224 26 28 30 G2 34 g(m) — 0l
-0.2
Z: heifit auch Einhiillende von f.

15


https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

PROJEKT MMF AS — DIFFERENTIALRECHNUNG

~ 313 ° MmF

Es gilt tan(z) = z;‘;((g fir alle z € R\ {5 + k-7 | k € Z} und sin*(z) + cos®(z) = 1.
1

cos?(x)

~ 314 <z MmF

Ermittle die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(z) = z* auf ]0;00].

Weise damit und der Quotientenregel nach, dass gilt: tan’(z) =

b
Hinweis: Bs gilt a® = (%7 = 2100 fiip alle a > 0.

3.150 ¢-MmF

In einem Computerspiel mochte eine Alienflotte die Erde erobern. Yy

.

-

Als letzte Hoffnung schicken die Erdlinge ein Raumschiff los, f
um das Alien-Mutterschiff im Punkt M = (1 | —8) zu zerstoren.

Das Raumschiff fliegt entlang des Funktionsgraphen von z

fla) =a?

von links nach rechts. An einer Stelle der Flugkurve kann das Raumschiff einen

Laser in Blickrichtung (entlang der Tangente an die Flugkurve) abfeuern.

Berechne die Koordinaten des Punkts F' = (a | f(a)), von dem aus das Alien-Mutterschiff getroffen wird.

\ J

A d ium
3.16 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Der zeitliche Verlauf der Spannung beim Entladen eines Kondensators kann ndherungsweise durch eine Funktion u

-

beschrieben werden:

u(t)=Ug-e 7
t... Zeit ab Beginn des Entladevorgangs
u(t) ... Spannung am Kondensator zur Zeit ¢
Up ... Spannung zur Zeit t =0

T ... Zeitkonstante

1) Erstellen Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion u an der Stelle t = 0.

= Bundesministerium

y a

i, 7109 Gegeben ist eine Funktion f mit f(z) = e** mit A € R.
Die nebenstehende Abbildung zeigt die Graphen der Funktion f
und ihrer Ableitungsfunktion f’.

f
\ Aufgabenstellung:
X

3.17
2
0 Geben Sie den Wert des Parameters \ an!
% A=

16
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a

— P
3 18 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Eine Substanz wird aus dem Kiihlschrank (Temperatur T}) genommen und in einen Raum mit der Umgebung-
stemperatur To gebracht. Der zeitliche Verlauf der Temperatur dieser Substanz kann ndherungsweise durch die

Funktion T beschrieben werden:
Tt)=T— (Tx —T1) - 0,94 mit Th, > T

t... Zeit seit der Entnahme aus dem Kihlschrank in min
T(t) ... Temperatur zur Zeit ¢ in °C

Die Funktion T kann auch in der folgenden Form angegeben werden:
Tt) =Ty — (T —T1) - e

1) Berechnen Sie A.
2) Kreuzen Sie denjenigen Ausdruck an, der die 1. Ableitung von T richtig angibt. [1 aus 5]

Tt)y=A-(T,-T)- e (]

T(t)=~A - (T,~T,) e’

T(t)=—(T,~T,) - e

Tt)=-A - (T,~T,) e’

O d|o|d

T(t)=A-(T,~T,) e

~ 319 IR
Uber zwei Polynomfunktionen f und g ist bekannt, dass fiir alle x € R gilt:
9'(x) =f(x) L]
g(z) =3 f(z) -2 00 = !
gX)=rlx)-2 L]
Aufgabenstellung:
Welche der nebenstehenden Aussagen ist jedenfalls fiir alle x € R wahr? g =37 [
Kreuzen Sie die zutreffende Aussage an! 9N =3 Fx)-2 ]
gW=8-fl-2-x U]
g’ =-2-1(x L]
20 " e
Gegeben sind die zwei differenzierbaren Funktionen g: R — R Fiir die reelle Funktion £ mit 7x) = g(x) — h(x) gilt:
und h: R — R sowie k € R. ¥ =9’ -h'x)
Fur die reelle Funktion f mit f(x) = h(k - x) gilt:
Aufgabenstellung: F(x) = h'(k - X)
Kreuzen Sie die beiden Aussagen an, die auf jeden Fall Fiir die reelle Funktion f mit f(x) = k - g(x) gilt:

X =k-g'X)
Fur die reelle Funktion f mit f(x) = g(x) + k gilt:
fx)=g'(x) + k- x

zutreffen. [2 aus 5]

Fur die reelle Funktion f mit f(x) = g(x) + h(x) gilt:
) =g'x) - h'(x)

17
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3.1

3.2

3.3
3.4

3.5

3.11

3.12

3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20

a)f’(x):l()-x_m%+3_i3 b)g,(m):ﬁ—i_(s.%l/iz_%'% c)h(z)=c 2" ¢
cos? (z) +sin? (z —4.; —126.22 . cos(z) —sin(z
a) f'(a) = “EEE D (= ) b)g'(a) = iy O W (@)= gy d)il(e) = e
a) f'(x) =8-cos(2-z+5) b)g'(x)=4-¢"5" ¢)h(z)=—x- e’ d) i/ (z) = 1—_2;;
a) fllz)=3-e"—%2-¢e® b)g'(z)=-042-¢ ® -sin(4-2—-2)+1,68 ¢ " -cos(4-z—2) c) h/(w)zfx%-ln(Z-x75)+ﬁ
1
Dk=3 2)f(@)=3a 3= = (=] 3y=32+3

z = In(2) = 0,693...

a) (1,223... | —0,2713...)
45°
y=16-z+37 o~ 86,42

| b

5

b) k=1-1=0,632...

c) B=(e|e—1)=(2,718... | 1,718...)

b) (3,040... | 11,74...)

o

b) Schnittwinkel bei = 0 und z = 7/2: a = 21,80...°

+sin(z) - e~ "1 . (-0,1) = f(%)=-0,085... #0

g (F)=e VT (01 =f(5) v
N

a) il

1) Bo= (% |e V%)

2) f'(z) = cos(z) - e~ 01®

3) g'(z) =e 1T (=0,1)

tan’ (z) = cos(ac)-cos(m():o—ssizlz(;:)»(—sin(:c)) _ cos%(z)
F(@) =% - (1+ In(x))

F=(-2]4)

g(t) = -2 - t+Up

A= -0,

1) A =0,0618... 2) 1. Antwort von oben
3. Antwort von oben

1. Antwort und 3. Antwort von oben

18
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4. KURVENUNTERSUCHUNGEN I

mF

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:

Fiir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung.

V4 '— MmF
Ordne jedem Funktionsgraphen 1) — 8) den Graphen seiner Ableitungsfunktion zu.
sY 3|Y 3|Y 3
2 ! 2 f 2 foo2
1 1 1 1
1) z, 2) z, 3) z, 4) x
2 12 2 10 12 2 10 12 -2W 2
A -1 -1 1
/2 2 2 2
f
3 3 -3 -3
Y Yy Y Y
3 3 3 3
!
2 2 2 2
1 1 1
5) ., 6) z, 7) z, B) x
2 2 10| 1 2 2 o) 1 /2 2\ 1o 1 |2
-1 =
o N
-3 -3
!
y oGl SV P y
2 2 2 : 2
1 1 1 1
T T xr T
2 1o 2 2 Jo| 1 2 2 1 2 2 10| 1 2
-1 -1 -1
-2 2 -2
!
Fl, ) R
LY o y A y y
2 N 2 2 2
1 1 1 1
T T xr T
2 -10 1 2 2 -1 0 2 2 -10 1 2 -2 10 1 2
; -1 - - -
2 -2 ' =
-3 -3 -3 3
A\ J
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S & MmPF

(=) Fiir die kubische Funktion f gilt: f(z)=—2-23+12-22— 18 -2+5

a) Berechne die Extrempunkte von f.

Ermittle das Monotonieverhalten von f.

b) Die Nullstellen von f sind links eingezeichnet.

=N W hAs OO N

Skizziere den Funktionsgraphen von f.
-2 Achte beim Skizzieren darauf, dass die Extrempunkte und

die Schnittpunkte mit den Achsen richtig eingezeichnet sind.

S . & MmF

Fiir die erste Ableitung einer Funktion f gilt: f/(z) =2%-(z +3)- 22 (z —4)

1) An welchen Stellen hat f eine waagrechte Tangente?

2) Kreuze die zutreffenden Eigenschaften von f/ und f an.

f'(x) f

< —3 O=0 0O>0 O<0 g~ N

r=-3 O=0 0O>0 0O<0 [ Hochpunkt [ Tiefpunkt [ Sattelpunkt
—-3<z<0 =0 0O>0 0O<0 g 0Ny

z=0 O=0 0O>0 0O<0 U] Hochpunkt [ Tiefpunkt [J Sattelpunkt
0<z<4 =0 0O>0 0O<0 g O\

r=4 O=0 0O>0 0O<0 [J Hochpunkt [ Tiefpunkt [J Sattelpunkt

>4 =0 0O>0 0O<0 g O\

~ 44 © MmF

Warum sind die folgenden Aussagen nicht allgemeingiiltig?

Skizziere dazu jeweils einen Funktionsgraphen, der die Aussage widerlegt. (,,Gegenbeispiel®)

1) Wenn f an der Stelle u eine Nullstelle hat, dann hat auch f’ an der Stelle u eine Nullstelle:
flu)=0 = f'(u)=0

2) Wenn [’ an der Stelle u eine Nullstelle hat, dann hat auch f an der Stelle u eine Nullstelle:
fl=0 = fw=0

3) Wenn f an der Stelle u positiv ist, dann ist auch f’ an der Stelle u positiv:
flu)>0 = f'(u)>0

4) Wenn [’ an der Stelle w positiv ist, dann ist auch f an der Stelle u positiv:
f(u)>0 = f(u)>0

5) Wenn f’ an der Stelle u eine Nullstelle hat, dann ist u eine Extremstelle von f.
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S . & MmF

Erinnere dich an die Grofle Lisungsformel fiir quadratische Gleichungen a-z2 +b-2z+c=0.

—bEvVb2—-4-a-c -b Vb2 —-4-a-c Y b
T1,2 = =—*f—F x5 =
2-a 2-a 2-a 2-a -
Die Losungen der Gleichung sind die Nullstellen o\ VP—4d-a-c! VP—4d-a-c [a
der zugehorigen quadratischen Funktion: 2-a
fxy=a-2*>+b-24c
Weise mithilfe der Differentialrechnung nach, dass die
Scheitelstelle von f tatséchlich bei zg = ﬁ liegt. o
A~ T <¢-MmF
Im Bild rechts ist der Funktionsgraph von f(z) =z — In(z) dargestellt. Jy
1) Zeichne rechts jene Tangente ein, die man vom Ursprung ausgehend an 3| f
den Funktionsgraphen legen kann. 2
2) Berechne die Steigung dieser Tangente. 1
3) Berechne den Beriihrpunkt dieser Tangente mit dem Graphen. Z
0 1 2 3 4 5 &
A T <¢-MmF

Links im Bild ist ein symmetrischer Parabelbogen (Breite b, Hohe h,
Symmetrieachse AH) dargestellt.

Die Tangente ¢ ist parallel zur Sehne AQ.

a) Untersuche, ob der Punkt S die Sehne AQ halbiert.
b) Untersuche, in welchem Verhéltnis der Punkt S die Strecke RT teilt.

A ug < MmF

Ist m© grofer als e™ oder umgekehrt? Begriinde ohne Taschenrechner.

L.in(z)

1
Hinweis: Ermittle die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(z) =z7 =e= auf ]0; co[.

Rechts ist der Graph von f dargestellt. Im Punkt H nimmt f den grofiten Funktionswert an.

Berechne die Koordinaten von H.
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a a = desministerium
4 9 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Ein Skatepark ist ein speziell fiir Skater /innen eingerichteter Bereich mit Startrampen und verschiedenen Hinder-
nissen, die befahren werden koénnen. Der Verlauf einer Rampe im Querschnitt kann ndherungsweise durch folgende

quadratische Funktion f modelliert werden:
1
f(z) = %-ﬁ mit 0 < 2 < 160

x ... horizontale Koordinate in Zentimetern (cm)

f(z) ... Hohe an der Stelle z in cm

1) Berechnen Sie, in welcher Hohe diese Rampe einen Steigungswinkel von 30° hat.

\ J

~ 410 ° = swdemiisteron

und Forschung

Der Wasserstand in einem Behélter kann in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ in Stunden durch folgende Polynom-

funktion h annahernd beschrieben werden:

. h'(t) in mm/h
g 4 ht)inmm
7 .
6 .
5 h
4 4
34
2 .
1 1 1
tin Stunden tin Stunden

0 T T T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 18 14 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Abbildung 1 Abbildung 2

1) Skizzieren Sie in der Abbildung 2 den Graphen der 1. Ableitung der Funktion h.
2) Bestimmen Sie mithilfe von Abbildung 1 die mittlere Anderungsrate des Wasserstandes in den ersten 2 Stunden.

3) Beschreiben Sie, wie man mithilfe von Abbildung 1 die momentane Anderungsrate des Wasserstandes zum

Zeitpunkt ¢ = 2 Stunden bestimmen kann.

4) Argumentieren Sie, welchen Grad die in Abbildung 1 dargestellte Polynomfunktion mindestens haben muss.

flan T ol )

Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(z) =3 - €”.

Es gibt eine Stelle x € R mit f'(x) = 2. L]
Aufgabenstellung:
Die nebenstehenden Aussagen beziehen sich auf Eigenschaften der For alle x € R gilt: 7/(x) > f'(x + 1). ]
Funktion f bzw. deren Ableitungsfunktion f’.
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an! Frallex € R gitt: 7'x) = 3 - 7(x). .

Es gibt eine Stelle x € R mit f(x) = O. ]

Fir alle x € R gilt: f(x) > 0. ]
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412 ©
In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph der
1. Ableitungsfunktion f’ einer Polynomfunktion f dargestellt.

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie, an welchen Stellen die Funktion f im Intervall |—5; 5]

jedenfalls lokale Extrema hat!

Die fir die Bestimmung relevanten Punkte mit ganzzahligen Koor- 4
dinaten kénnen der Abbildung entnommen werden. 2

\

413

Eine durchhédngende Kette zwischen 2 Masten gleicher Hohe, die 2m voneinander

entfernt sind, kann mit der Funktion f beschrieben werden.
fla) =€ 4o

|z| ... Abstand von der vertikalen Achse in m
f(z)... Hohe der Kette tiber dem Boden in m

Die Kette soll an den Punkten A und B an 2 Stangen befestigt werden,
die an den 2 Punkten die gleichen Steigungswinkel wie die Kette haben.

fix) in m

>
ot
3

Y ST R,

) ! 0 i

1) Berechnen Sie denjenigen Winkel «, den die Stangen mit der Senkrechten einschlieflen.

~ 414

Downloadvorgang dargestellt.
Dabei gilt:

ft)=15-12. %% mitt >0

t...Zeit ins
f(#) ... Dateniibertragungsrate zur Zeit ¢ in Mbit/s

1) Zeigen Sie mithilfe der Differenzialrechnung,

In der nachstehenden Abbildung ist die Dateniibertragungsrate in Abhéngigkeit von der Zeit bei einem bestimmten

Datentbertragungsrate in Mbit/s

dass die Funktion f monoton steigend ist.
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i

4.5 f'(z)=2-a-z+b f’(m):0:>2'a'm+b:0:>r:%

4.6 a) b)k=1-1=0632.. ¢c)S=(e|le—1)=(2,718... | 1,718...)

4.7 a) S halbiert AQ b) RS: ST =2:1
4.8 H:(e\eé) == e%>7r% = " >7°

4.9 26,66...cm

By inmi

Mittlere Anderungsrate: 2,5 mm/h

Die momentante Anderungsrate zum Zeitpunkt t = 2 ist die Steigung der
Tangente im Punkt (2 | h(2)).

h’ hat mindestens 2 Nullstellen (Hoch- und Tiefpunkt von h), also hat h’
mindestens Grad 2. Die Funktion h hat damit mindestens Grad 3.

4.10

4.11 Richtig sind die 1. Antwort und die 5. Antwort von oben.
4.12 An den Stellen 1 = —4 und z2 = 4 hat f lokale Extrema.
4.13 o =23,04...°
4.14 f'(t) =3,6-e" 0%

Fiir alle t > 0 gilt e~ %%* > 0 und damit f’(t) > 0.

Die Funktion f ist also tiberall streng monoton steigend.

4.1 1.Reihe: 8), 6), 3), 1) 2.Reihe: 2), 7), 5), 4)
f(z)
7
6 H
5
4
4.2 a) Tiefpunkt T'= (1 | —3) Hochpunkt H = (3 |5) MV: J—oo;1[\y ]1;3[ 7 ]3;00[\y b) z
1
-1 1 2 3 4
-t
-3
-4 T
4.3 1) An den Stellen —3, 0 und 4 hat f eine waagrechte Tangente.
f'(z) f
z< -3 O=0 X>0 O<o0 X O\
TI="=3 M=0 O>0 O<o0|KX Hochpunkt O Tiefpunkt [ Sattelpunkt
2) —3<z<0|0O=0 O>0 X<o o X\
z =0 X=0 O>0 O<o0 | O Hochpunkt O Tiefpunkt X Sattelpunkt
0<z<4 |[O=0 O>0 KX<o o~ X\
z=4 M=0 O>0 0O<o0 | O Hochpunkt X Tiefpunkt [ Sattelpunkt
>4 O=0 X>0 O<o0 X O\
J(x) (@)
4.4 1) 2) v 3) 4) |
/’t/m 0, aber f'(u)#0 / i "’ ) .
f'(u) =0, aber f(u)#0 f(u) >0, aber f'(u) <0
f'(u) >0, aber f(u)|<0
f'(u) = 0, aber u ikt keine Exfremstelle
u | f(u)) ist ein Sattelpunkt
5)
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5. KURVENUNTERSUCHUNGEN II

mF

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:

Fiir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung.

J
MmF

-

5.1
Der Graph einer Funktion f ist im Intervall [2; 5] dargestellt.

Das Vorzeichen von f, f/ und f” dndert sich dort jeweils nicht.
Trage jeweils passend < oder > in die Késtchen ein.
a) / f/(I)

1.2 3 4 5 61 f//(x)

f(x)

f(x)

) \ f'(@) :

1.2 3 4 5 6 - f// (x) ;

f£) T Es e @) =
[ (@)

f(z)
g) 12 3 4 5 6

Aus dem Vorzeichen von f bzw. f’ bzw. f’’
kann man also nicht auf die jeweils anderen
Vorzeichen schlieflen.

a MmF

5.2
Rechts ist der Graph der Funktion f mit 1‘f (@)

&€,

f(a:):—cos(x) 0 w4 72 3mi4 T 5m/4 3ww

dargestellt. Trage jeweils >, < oder = richtig in die Késtchen ein.

MmPF

Die Wurzelfunktion w mit w(z) = y/z ist fiir alle 2 > 0 streng monoton wachsend.
Ist ihr Funktionsgraph negativ gekriimmt oder positiv gekriimmt?

Begriinde mithilfe von w” .
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-

MmF

5.4
Die Gleichung der 2. Ableitungsfunktion f” einer Funktion f ist gegeben.

Ermittle das Kriimmungsverhalten von f.

a) f'(a)=-3-z-(z—4)

Hinweis: An welchen Stellen gilt f’/(z) = 0? Wechselt f'/ dort das Vorzeichen?

f’ f
<0 O=0 O>0 O<0 Oo\t/ O/
z=0 O=0 0O>0 0O<0 [J Wendepunkt [J kein Wendepunkt
O0<z<4 O=0 0O>0 0O<0 Ot/ O/
r=4 O=0 0O>0 0O<0 [J Wendepunkt [J kein Wendepunkt
>4 O=0 0O>0 0O<0 Oo\t/ O/
b) f'(z)=(z+3) (z—1)?
f f
x<—3 O=0 O>0 O<0 Ot/ O/2\
r=—3 O=0 0O>0 0O<0 [J Wendepunkt [ kein Wendepunkt
—3<z<l1 O=0 O>0 O<o0 Ot/ O/2\
r=1 O=0 0O>0 0O<0 [J Wendepunkt [J kein Wendepunkt
z>1 O=0 0O>0 0O<O0 O\¢/ O/
~Vss MmF
Das qualitative Verhalten der Funktion f mit
_ Ly 3 5 9 5 12Ty
J@)=—qgai+g vty oy "
soll untersucht werden. 10
9
1) Ermittle die Ableitungsfunktionen f’, f” und f". 8
7
2) Berechne alle Nullstellen von f’. 6
Entscheide jeweils mithilfe der 2. Ableitung, ob f dort 5
ein lokales Minimum oder Maximum hat. :
Ermittle das Monotonieverhalten von f. 2
3) Berechne die Nullstelle von f”. ! "
Entscheide mithilfe der 3. Ableitung, ob f’ dort il S G (O A G
ein lokales Minimum oder Maximum hat. -2
Ermittle das Kriimmungserhalten von f. j
Stelle eine Gleichung der Wendetangente auf. 5
4) Skizziere rechts den Funktionsgraphen von f. *

Zeichne zuerst ein: Hochpunkt, Tiefpunkt, Wendepunkt, Wendetangente
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S 1 & MmPF

e Jede lineare Funktion f mit f(z) = a; - 2! + a9 und a; # 0 ist eine Polynomfunktion vom Grad 1.

Sie hat hochstens 1 reelle Nullstelle. (Tatséchlich genau eine Nullstelle, weil die Steigung nicht 0 ist.)

e Jede quadratische Funktion f mit f(z) = as - 22 + a; - ¥ + ap und az # 0 ist eine Polynomfunktion vom
Grad 2. Sie hat hochstens 2 reelle Nullstellen.

e Jede kubische Funktion f mit f(z) = az 23 +az - 2?+a; -2+ ag und a3 # 0 ist eine Polynomfunktion vom
Grad 3. Sie hat hochstens 3 reelle Nullstellen.

e Allgemein folgt aus dem sogenannten Fundamentalsatz der Algebra:
Jede Polynomfunktion f vom Grad mn hat hochstens n reelle Nullstellen.
a) Wie viele Extrempunkte kann eine Polynomfunktion f vom Grad 4 also hochstens haben?
b) Wie viele Hochpunkte kann eine Polynomfunktion f vom Grad 4 also héchstens haben?

c) Wie viele Wendepunkte kann eine Polynomfunktion f vom Grad 4 also héchstens haben?

- - d ium
- 5 7 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

finm

Das Querschnittsprofil eines kiinstlichen Flusslaufes kann anndhernd durch
den Graphen der Polynomfunktion f beschrieben werden:
1 3
' Ostseite f(x) - _g ) xs + Z . x2

x, f(z)... Koordinaten in Metern (m)

mit —2<x <4

Westseite

Der Graph dieser Funktion ist in der nebenstehenden Abbildung dargestellt.

1) Berechnen Sie diejenige Stelle, an der das Querschnittsprofil auf der Ostseite am stirksten ansteigt.

. J

a - d i ium
- Bildung, Wissenschaft )

5.8 und Forschung

In manchen Orten Osterreichs, z. B. in der steirischen Gemeinde Eisenerz, nimmt die Bevolkerungszahl ab.
Zur mathematischen Beschreibung dieser Entwicklung kénnen verschiedene Modelle verwendet werden.
Im Diagramm wird die Entwicklung der Bevolkerungszahl

von Eisenerz im Zeitraum von 1951 bis 2011 n&dherungsweise

durch den Graphen der Polynomfunktion Ny dargestellt. 140007 Bevalkemngséahl
12000 4
1) Ordnen Sie den Punkten P und @ jeweils die an der ent- 10000 >
sprechenden Stelle zutreffende Aussage aus A bis D zu. 80001 !
[2 zu 4] 6000+ g
4000 A
P & NZl(t) >0 und N2”(t) >0 2000 Zeit t seit Beginn des
B Nz’(t) <0 und NQ”(t) >0 0 I I I I Jahresl1951 in Jal“llren
© Nzr(t) <0 und NQH(t) <0 0 10 20 30 40 50 60
D N,’(t) >0 und N,”(t) <0
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™ 59

Aufgabenstellung;:

Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion dritten Grades f.

Skizzieren Sie in der gegebenen Grafik den Graphen
der Ableitungsfunktion f’ im Intervall [x1; 23] und

markieren Sie gegebenenfalls die Nullstellen! X %

und Forschung

)

' 5.10

Aufgabenstellung:

f(x)

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen einer Polynomfunktion f dritten Grades. Die Koordinaten der

hervorgehobenen Punkte des Graphen der Funktion sind ganzzahlig.

Welche der folgenden Aussagen treffen auf die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f zu?

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

und Forschung

Aufgabenstellung;:

f(x)

H

Die Funktionswerte der Funktion f” sind im Intervall (0; 2) negativ. ]

Die Funktion f* ist im Intervall (1; 0) streng monoton steigend. ]

Die Funktion " hat an der Stelle x = 2 eine Wendestelle. |

Die Funktion " hat an der Stelle x = 1 ein lokales Maximum. ]

EER) 0 1 Die Funktion f* hat an der Stelle x = 0 eine Nullstelle. |
51 T

Gegeben ist der Graph einer Polynomfunktion f dritten Grades.
Die eingezeichneten Punkte sind der Hochpunkt H = (0 | f(0)), der Wendepunkt W = (2| f(2)) und
der Tiefpunkt T = (4 | f(4)) des Graphen.

Nachstehend sind fiinf Aussagen iiber die zweite Ableitung von f gegeben.

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Fir alle x aus dem Intervall [-1; 1] gilt: f”(x) < 0.

FUr alle x aus dem Intervall [1; 3] gilt: f”(x) < O.

FUr alle x aus dem Intervall [3; 5] gilt: f”(x) < O.

X, | PO =18

Oioioio|o

(2)=0
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™ 512 = Sumdermmseron

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph einer Polynomfunktion f : R — R vom Grad 3 im Intervall [—1; 7]
dargestellt. Alle lokalen Extremstellen sowie die Wendestelle von f im Intervall [—1; 7] sind ganzzahlig und kénnen

aus der Abbildung abgelesen werden.

0 Aufgabenstellung:
1 Kreuzen Sie die beiden auf die Funktion f zutreffenden Aussagen an!
f
8 4
£(3)=0 ]
2 4
;] (1) > (3) []
~0 e (1) = 1"(5) L]
4 0 1 2 3 4 5 6 7
(1) > f"(4) ]
f3)=0 []
~ 513 i

Die nachstehende Abbildung zeigt den Ausschnitt eines Graphen einer Polynomfunktion f.

Die Tangentensteigung an der Stelle x = 6 ist maximal.

1tx) Aufgabenstellung:
1 Kreuzen Sie die beiden fiur die gegebene Funktion f

zutreffenden Aussagen an!

£6) = 0

f"(11) <0

"2) < (10)

f(6) = 0

- N W RN e ©

Do)

X f'(7) <f'(10)

0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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5.1
5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7
5.8

5.10
5.11
5.12
5.13

a) >, > > b)> > < ¢)><> d)> <, < e<>< <, >> g < <, > h)< <<

f(0) <0 f(m/2) =0 f(m) >0 f(3m/2)=0 f(2m) <0

=0 f(x/2) >0 fi(m)=0 f'(3w/2) <0 f@m)=0

170 >0 (=/2)=0 f(m) <0 1'(3w/2) =0 f(@2m) >0
W@ =228 = —i : \/% <0 Die Wurzelfunktion also fiir alle z > 0 negativ gekriimmt.

a) ]—oo;0[ =\ 10; 4] \/ ]4; 0o /N (zwei Wendestellen z = 0 und = = 4)
b) ]—oo; =3[ 7\ ]—3; 00[ 3t/ (eine Wendestelle z = —3)
D flle)=-Ff-a*+i-e+i [f@=-%-2+3F [f@)=-3

2) f'(=2)=0, f’(=2) >0 = f hat ein lokales Minimum an der Stelle z = —2.
f/(6) =0, f"(6) <0 = f hat ein lokales Maximum an der Stelle z = 6.
Monotonieverhalten: ]—oo; —2[ N\, ]—2;6[ /7 ]6;00[ \y

3) f7(2) =0, f"'(2) <0 = f’ hat ein lokales Maximum an der Stelle 2.
Kriimmungsverhalten: ]—oo;2[ 12; 00 ~
Wendetangente: y =3 - — 3

4) T=(-2|-5), H=(6]11), W =(2]3)

a) Bei jeder Extremstelle gilt f'(z) = 0 (Tangente waagrecht). f’ ist eine Polynomfunktion vom Grad 3. Sie hat also héchstens 3
Nullstellen. f kann also héchstens 3 Extrempunkte haben.

b) f hat hochstens 3 Extremstellen (siehe a)). Benachbarte Extrempunkte kénnen bei einer Polynomfunktion vom Grad > 1 nicht
beide Hochpunkte sein. f hat also hochstens 2 Hochpunkte. (Hochpunkt-Tiefpunkt-Hochpunkt)

c) Bei einer Wendestelle dndert sich das Kriimmungsverhalten. Es gilt dort f”/(z) = 0. f” ist eine Polynomfunktion vom Grad 2. f
kann also hochstens 2 Wendepunkte haben.

r =2

P~ C,Q~ B

Richtig sind die 1. Antwort und die 5. Antwort von oben.
Richtig sind die 1. Antwort und die 5. Antwort von oben.
Richtig sind die 1. Antwort und die 4. Antwort von oben.
Richtig sind die 1. Antwort und die 2. Antwort von oben.
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6. UMGEKEHRTE KURVENUNTERSUCHUNGEN

mF

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:

Fir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung.

J
6.1 MmF

-

Eine Polynomfunktion 2.Grades hat an der Stelle x = 3 die Steigung ¥ = 4 und bei E = (2 | —3) einen
Extrempunkt. Ermittle die Funktionsgleichung.

62 MmF
Die kubische Polynomfunktion f mit Gleichung
f@y=a-2®+b-2>+c-x—25

hat im Punkt S = (3 | 2) einen Sattelpunkt. Berechne die Koeffizienten a, b und c.

\ J

2 . & MmF

Eine Polynomfunktion 3.Grades hat ein lokales Maximum im Punkt M = (-1 | 2), verlduft durch den Punkt
P = (—3| —4) und hat an der Stelle z = 3 den Steigungswinkel 45°. Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, aus

dem die Koeffizienten der Polynomfunktion berechnet werden kénnen.

~wer MmF

Gesucht ist die Gleichung einer Polynomfunktion 3.Grades. Der Punkt (—1 | 1) liegt auf dem Graphen. Die
Tangente an den Graphen in diesem Punkt ist horizontal. Die Gleichung der Tangente in jenem Punkt, in dem
der Graph die y-Achse schneidet, lautet y +6 -z + 3 = 0.

~WeEr MmPF

Gesucht ist die Gleichung einer Polynomfunktion 3. Grades. An der Stelle x = —1 hat die Funktion eine Wendestelle
mit Wendetangente y + 3 - z + 5 = 0 und eine Nullstelle bei x = —2.

“We.cmr MmF

Gesucht ist die Gleichung einer Polynomfunktion 3.Grades. Die Funktion hat bei x = 2 eine Wendestelle mit

Wendetangente 9 -y + 3 - x = 8. Der Graph verlduft durch den Ursprung.

. J
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~wer MmPF

Eine Polynomfunktion 3. Grades wird durch f(z) =a-2® +b-2% + ¢z + d beschrieben.

a) Welche Bedeutung hat der Wert von d fiir den Graphen von f?

b) Berechne f’(x). Welche Bedeutung hat der Wert von ¢ fiir den Graphen von f?

c) Berechne f”(x). Welche Bedeutung hat das Vorzeichen von a auf die Gestalt des Graphen von f?

d) Angenommen, es gilt a = b = 1. Fiir welche Werte von ¢ und d ist f iiberall streng monoton wachsend?

e) Es gibt unendlich viele Polynomfunktionen 3.Grades, die den Wendepunkt (1 | 0) und die Wendetangente

y =z — 1 haben. Driicke die Koeffizienten b, ¢ und d dieser Funktionenschar durch a aus.

S . & MmF

Berechne a und b so, dass die stiickweise definierte Funktion f tiberall stetig und differenzierbar ist.

a-23—224+3-2—4, fallsz <2.
f(.]?) = Der Ubergang an der Stelle x = 2 soll also sprungfrei und knickfrei sein.
2-224+b-x -8, falls > 2.

a a = Bund isterium

Bildung, Wissenschaft )
6.9 ol

d Forschung

Die mittlere Tagestemperatur in Bregenz soll fiir einen bestimmten Zeitraum durch eine Polynomfunktion
3. Grades T angendhert werden:

t... Zeit in Tagen

3 2
Tt)=a-t"+b-t"+c-t+d T(t) ... mittlere Tagestemperatur zur Zeit ¢ in °C

Es wurden folgende Daten ermittelt:

Zu Beginn der Beobachtung (¢ = 0) lag die mittlere Tagestemperatur bei —5°C.

Zur Zeit t = 98 Tage betrug sie 8 °C; zu dieser Zeit lag auch der Wendepunkt des Temperaturverlaufs vor.
Zur Zeit t = 210 Tage erreichte die mittlere Tagestemperatur 20 °C.

1) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Ermittlung der Koeffizienten dieser Polynomfunktion.

™\ 6.10 ™ = sdemisteran

und Forschung

In nachstehender Abbildung ist der Verlauf des Tragseils der Gondelbahn von St. Leonhard auf den Untersberg
vereinfacht dargestellt.

Aufgrund des Eigengewichts héngt das

Tragseil zwischen der Talstation und der

Stutze |

1148
Stutze I durch. Sein Verlauf kann néahe-

rungsweise als Graph einer quadratischen

Funktion mit der Gleichung 740

y=a-2>+b-x+c Talstation 456

beschrieben werden (siehe nebenstehende :
Abbildung). : xinm
0 740 1385

1) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, mit dem die Koeffizienten a, b und ¢ ermittelt werden koénnen.

2) Ermitteln Sie a, b und c.
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-

\

P11
Im Computerspiel Angry Birds muss man mithilfe einer Schleuder Schweine treffen. Als Wurfgeschoe stehen
verschiedene Vogel zur Verfiigung.

Die Flugbahn des Vogels Matilda kann durch den Graphen einer Polynomfunktion 3. Grades beschrieben werden.
Der Funktionsgraph schneidet die vertikale Achse bei 12. Er verlduft durch die Punkte A = (1] 16) und B = (5 |

32). A ist ein Hochpunkt des Funktionsgraphen.

1) Stellen Sie mithilfe der angegebenen Informationen ein Gleichungssystem auf, mit dem die Koeffizienten dieser

Polynomfunktion berechnet werden kénnen.

2) Berechnen Sie eine Gleichung der Polynomfunktion.

-

A d ium ~
Bildung, Wissenschaft
6.12 Sl

Forschung

Ein Minigolfball soll von der horizontalen Abschlagfliche auf eine hohergelegene horizontale Plattform gerollt
werden. Der Verlauf der Bahn im Querschnitt kann ndherungsweise durch den Graphen einer Polynomfunktion f
mit f(x) =a-2®+b- 2%+ c-x + d beschrieben werden.

) in m Die Bahn soll in den Punkten A und B knickfrei auf
die jeweilige Ebene fithren (siehe nachstehende Abbil-

1.4 1

" dung). Knickfrei bedeutet, dass die Funktionen an die-

T sen Stellen den gleichen Funktionswert und die gleiche

Steigung haben.

0,8 1
06 1 ' 1) Geben Sie an, welche Steigung die Funktion f in
den Punkten A und B haben muss.

0,4 1
2) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung

%21 der Koeffizienten der Funktion f.

A xinm
o o T s T e T 3) Berechnen Sie die Koeffizienten der Funktion f.
~ 613 o )

Sprungkurven beim Weitsprung lassen sich ndherungsweise durch quadratische Funktionen beschreiben.

Der Koérperschwerpunkt eines Weitspringers befindet sich beim Absprung in einer Hohe von 1,2 m. Der Absprung-
winkel « betrdgt 23°. Die Sprungweite betriagt 6,5m. An der Stelle der Landung befindet sich der Korper-
schwerpunkt 30 cm iiber dem Boden. In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der zugehorigen Funktion f
dargestellt.

flx)y=a-2*+b-z+c
x ... horizontale Entfernung des Koérperschwerpunkts von der Absprungstelle in m

f(z) ... horizontale Entfernung des Korperschwerpunkts von der Absprungstelle in m

1) Erstellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung des Koeffizienten a, b und c.
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~ 614 ° = Sdeamiiterun

Die Geschwindigkeit eines Autos erreicht nach 25s ihr Maximum von 15 Metern pro Sekunde (m/s) und nach

einer Fahrzeit von 50s ist sie gleich null. Die Geschwindigkeit kann mithilfe einer quadratischen Funktion
v(t)=a-t*+b-t+c
beschrieben werden.

1) Stellen Sie ein Gleichungssystem zur Berechnung der Parameter a, b und ¢ auf.

2) Ermitteln Sie diejenige Funktion, die die Geschwindigkeit des Autos in Abhéngigkeit von der Zeit beschreibt.

“We.1.50 e

ind Forschung

Abrissbirnen sind kugel- oder birnenférmige Werkzeuge zum Abreiflen von Geb&duden.
Eine Abrissbirne kann als Korper modelliert werden, der durch Rotation des Graphen der Polynomfunktion f mit
fx)=a-2* +b-2® +c- 22 +d-x+ e um die z-Achse entsteht.

f(x) in dm .
c Dabei gilt:
. f A=(0]0), B=(1,1]22),C=(94]51), D= (12]0)
A D xindm Im Punkt C' hat die Abrissbirne den groften Durchmesser.
\ / 1) Erstellen Sie mithilfe der Informationen zu A, B, C' und D
h - — — — / ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten der
A ~ // ' Polynomfunktion f.
N
- 2) Ermitteln Sie die Koeffizienten von f.
" 616~ T

Die Form einer Grulkarte kann folgendermaflen in einem Koordinatensystem dargestellt werden:

227 yinom 5 Der gewellte Teil der Begrenzungslinie der Karte kann durch den
201 Graphen einer Polynomfunktion f mit
181 f
B
16 1 C f@y=a-z* +b-23+c- 2> +d-z+e
144
1 ]A beschrieben werden und verlduft durch folgende Punkte:
101 A=(0]13), B=(2]16), C = (4,36 15,1), D = (9,42 | 20,35)
8 -
o Im Punkt D hat der Graph von f eine waagrechte Tangente.
41 1) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, mit dem die Koeffizienten
21 )
0 Xincm dieser Polynomfunktion berechnet werden kénnen.
2,002 4 6 81012 14 16 18 20 22 2) Berechnen Sie die Koeffizienten dieser Polynomfunktion.
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~ 617 -

Der Verlauf eines zwischen zwei Punkten S; und Sy durchhidngenden Seils kann durch den Graphen der Funkti-
on g mit g(z) = % dargestellt werden. Naherungsweise kann dieser Seilverlauf durch den Graphen einer
quadratischen Funktion h mit h(z) = a- 22 + ¢ dargestellt werden (siehe nachstehende Abbildung).

Die Graphen der beiden Funktionen schneiden einander in den Punkten S; und Ss.

1) Lesen Sie aus der nebenstehenden Abbildung
den Parameter c ab.

2) Ermitteln Sie den Parameter a.

3) Berechnen Sie den Schnittwinkel der Graphen
von g und A im Schnittpunkt Ss.

~ 618 = Swdeamiitetun

und Forschung

Die nachstehende Abbildung zeigt die Profillinie einer parabelférmigen Rampe, die fiir eine Mountainbike-

Downbhill-Strecke tiber einem Wanderweg errichtet werden soll.

pK) inm

A=(03)

Wanderweg

0 T T T — T T T d T T
0 1 2 3 4 X, 5 6 7 85, 9 10 11
SL.a=35°
\\
\\

Diese Profillinie kann zwischen den Punkten A und B mithilfe der quadratischen Funktion p mit

p(x) = a- 2% +b-x + c beschrieben werden.

1) Erstellen Sie unter Verwendung von A, B und « ein Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizienten der

Funktion p.
2) Ermitteln Sie diese Koeffizienten.
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~ 619 )

Die nachstehende Abbildung zeigt den schematischen Verlauf einer Rolltreppe. Dieser Verlauf setzt sich aus 2

Parabelstiicken (Graphen der Funktionen g und h) zwischen den Punkten A und B bzw. C' und D sowie einem
geradlinig verlaufenden Stiick zwischen den Punkten B und C' zusammen. Die Ubergiinge in den Punkten B und
C erfolgen knickfrei (das bedeutet, dass die Funktionen an den Stellen, an denen sie zusammenstofien, den gleichen

Funktionswert und die gleiche Steigung haben).

Hohe incm
D = (580|245)
c .
< h
7’ // !
v . !
9 L :
, ’
’ ’ !
// // !
I
. J I
B F / 1
~.. A ’ ! horizontale Entfernung in cm
S~a o Il

—» }
I

490

Fiir die Funktion g gilt:
1 2
9(2) = 555 @
2 ... horizontale Entfernung von der Einstiegsstelle in cm

g(x) ... Hohe an der Stelle z in cm
1) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion g im Punkt B eine Steigung von 50 % aufweist.
Bei der Ausstiegsstelle (Punkt D) verlauft die Rolltreppe waagrecht.

2) Stellen Sie ein Gleichungssystem auf, mit dem die Koeffizienten der Funktion h mit h(z) =a-2?> +b-x +c

ermittelt werden konnen.

- - ! i ium
-~ Bildung, Wissenschaft )

6.20 und Forschung

Der Baumkronenpfad ist eine Briickenstrecke durch einen Teil des Schénbrunner Tiergartens.

4 R
* Der Baumkronenpfad hat ein sanftes Gefalle von 8 %.
N 8 %
 Der Baumkronenpfad kann schwingen! o
* Die maximale Hohe tber dem Grund betragt 10 Meter.

| 160 Meter, |
I

1T ‘
max.
10 Meter Hohe

N J

Auf dem Schild zum Baumkronenpfad ist zu lesen: , Die maximale Hohe iiber dem Grund betragt 10 Meter.“ Diese
maximale Hohe wird in einer horizontalen Entfernung von 90 m vom Startpunkt erreicht.

In 40 m horizontaler Entfernung vom Startpunkt betrigt die Hohe 8 m.

Die horizontale Entfernung zwischen Startpunkt und Endpunkt betragt 160 m.

Im Anfangspunkt und im Endpunkt ist die Héhe O m.

Die Hohe iiber dem Grund abhéngig von der horizontalen Entfernung vom Startpunkt soll ndherungsweise mithilfe

einer Polynomfunktion 4. Grades h mit h(z) =a-z*+b- 23+ c- 22 + d - 2 + e beschrieben werden.

1) Erstellen Sie ein Gleichungssystem, mit dem die Koeffizienten dieser Funktion berechnet werden konnen.
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6.1
6.2
6.3

6.4
6.5
6.6
6.7

6.8

6.9

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17
6.18

6.20

flz) =2 22 —-8.-2+5

a=1,b=-9,¢=27

f(m):a<z‘°’+b-r2+c-m+d B f’(m):S-a-x2+2-b<z+c

f(-1)=2 = I:—a+b—c+d=2, f/(—l):0:>11:3a—2b+c:0

f(=3)=—-4 = —27a+9b—3c+d=—4, f'(3) =tan(45°) =1 = IV:27a+6b+c=1

fz)=2-2>—-6-2—3

fz)=a2®>+3-22 -4

fley=4%-2"-% -2+

a) Der Graph schneidet die vertikale Achse auf der Hohe d.

b) c ist die Tangentensteigung im Schnittpunkt mit der vertikalen Achse.

c) Fiir a > 0 wechselt das Kriimmungsverhalten an der Stelle z = 7% von negativ auf positiv.
Fir a < 0 wechselt das Krimmungsverhalten an der Stelle z = —% von positiv auf negativ.

d) c¢> %, d beliebig

e) fa)=a-2°-3-a-2°+B-a+1)-z—(a+1)

a=1, b=3

1) I: T(0)= -5, II : T(98) =8, III: T(210) =20, IV : T”(98) =0
1) I: 456 =c¢, I1: 740 =a -740% +b-740+ ¢, II1: 1148 = a-1385% +b- 1385+ ¢
2) a=0,0001796..., b= 0,2508..., ¢ =456

1) I: f(0)=12, II: f(1)=16, III: f(5)=32, IV: f(1)=0

2) f(z)=2-6-2>+9 -2 +12

1) f muss an der Stelle x = 0 und an der Stelle z = 3 Steigung 0 haben.
2) I: f(0)=0, II: f/(0)=0, III: f(3)=1,2, IV: f(3)=0

3) a=—-4,b=2,¢c=0,d=0

f(0) =1,2, f(0) =tan(23°), f(6,5) =0,3

1) I: 2/(25) =0, II: v(25) =15, III: v(50)=0

2) v(t) =1,2-t—0,024 - t>

1) f(0)=0, f(1,1) =2,2, f(9,4) =51, f(12) =0, f'(9,4) =0

2) a = —0,0066..., b=0,1461..., ¢ = —1,0476..., d =2,9843..., e=10
1) f£(0) =13, f(2) =16, f(4,36) = 15,1, f(9,42) = 20,35, f'(9,42) =0
2) a=-0,012..., b=0,266..., c=—1,722..., d=3,981..., e=13
c=1, a=0,690..., o« =4,5°

1) p(0) =3, p(8) =0, p'(8) = tan(~35°)

2) a=—0,04065..., b = —0,04979..., c =3

1) ¢’(90) =0,5=50%

2) h(580) = 245, h/(580) =0, h'(490)=0,5

h(0) =0, h(40) =8, h(90) = 10, h'(90) =0, h(160) =0
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7. PHYSIKALISCHE ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG

AV MmF

Die Funktion s modelliert den von einem Auto zuriickgelegten Weg in Abhéngigkeit von der Zeit:
Loy 13
)= —— -t"+ > 341t ot
s(t) Y 3 +t°+38
t... vergangene Zeit in Sekunden, 0 <t <3

s(t) ... zuriickgelegter Weg im Zeitintervall [0;¢] in Metern

a) Berechne die mittlere Geschwindigkeit des Autos im Zeitintervall [0s; 3s].
b) Berechne die minimale und maximale Geschwindigkeit des Autos im Zeitintervall [0s; 3 s].
c) Berechne die mittlere Beschleunigung des Autos im Zeitintervall [0s; 3 s].

d) Berechne die minimale und maximale Beschleunigung des Autos im Zeitintervall [0s; 3s].

. J

-

7.2 ° MmF

Die Geschwindigkeit einer U-Bahn wichst in den ersten 4 Fahrsekunden linear und néhert sich danach einer
Maximalgeschwindigkeit von 20m/s an. Der Funktionsgraph der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist im linken
Bild dargestellt. Skizziere rechts den Graphen der zugehorigen Beschleunigung-Zeit-Funktion a.

20 [v(t) in m/s a(t) in m/s?
18 5
16
14 4
12
10 s

tins tins
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

P o MmF
Die folgende Funktion T" beschreibt den Temperaturverlauf fiir 15 Stunden:
T(t) = —0,016 - t* + 0,24 - 2

t...Zeit in Stunden (0 <t < 15)

T ... Temperatur in Grad Celsius

1) Untersuche, ob die Temperatur in diesem Zeitraum unter 10 °C bleibt.
2) Berechne jenen Zeitpunkt ¢, in dem die Temperatur am schnellsten ansteigt.

3) Berechne die Ableitung 7" im Zeitpunkt ¢; und interpretiere den Wert im Kontext.

~wr MmF

Wenn ein Stein mit der Anfangsgeschwindigkeit vy lotrecht nach oben geschleudert wird, so kann die zum Zeit-

punkt t erreichte Hohe h mit der folgenden Formel berechnet werden:

h:vo-t—%-tQ

a) Stelle eine Formel fiir die Steigzeit bis zur maximalen Hohe hpayx mit und ohne Differentialrechnung auf.

b) Die maximale Hohe hy,ax soll verdoppelt werden.

Berechne die erforderliche Erhéhung der Anfangsgeschwindigkeit vg.
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75 -

Section-Control bezeichnet ein System zur Uberwachung der Einhaltung von Tempolimits im StraSenverkehr.
Dabei wird nicht die Geschwindigkeit an einem bestimmten Punkt gemessen, sondern die mittlere Geschwindigkeit
iiber eine ldngere Strecke ermittelt.

Im nachstehenden Weg-Zeit-Diagramm ist die Fahrt eines Fahrzeuges in einem iiberpriiften Bereich dargestellt.

QOOO_W?Q_W‘:T_T“._..;."___; ... .~~~ 1) Ermitteln Sie die mittlere Geschwindigkeit
. ‘ i : | | | E des Fahrzeugs auf der ersten Weghilfte.
‘ } , ! ! 1 : j ; 1 1 ; , 2) Argumentieren Sie, dass die mittlere Ge-
e i S . TR ._ T ._ B . " schwindigkeit auf der ersten Weghalfte klei-
g S B S e I i a s o ner als die mittlere Geschwindigkeit auf der
| ’ ! | | | Zonine zweiten Weghélfte ist.

Eine Taucherin benétigt fiir einen Notaufstieg 40 Sekunden.
Der zuriickgelegte Weg s in Abhéngigkeit von der Zeit t ldsst sich ndherungsweise durch folgende Funktion be-
schreiben:

s(t) = 0,02 -2

t... Zeit seit Beginn des Notaufstiegs in Sekunden

s(t) ... zuriickgelegter Weg zum Zeitpunkt ¢ in Metern

1) Berechnen Sie die momentane Geschwindigkeit der Taucherin 3 Sekunden, bevor sie die Oberfléche erreicht.

.

Y q P
7.6 Bildung, Wissenschaf
5 und Forschun:

und Forschung

Fiir die Strecke zwischen der Haltestelle Rathaus und der Haltestelle Volkstheater benétigt ein Zug der U-Bahn-
Linie U2 in Wien durchschnittlich 60 Sekunden. Der zuriickgelegte Weg des Zugs zwischen diesen beiden Halte-
stellen lédsst sich anndhernd durch die Zeit-Weg-Funktion s wie folgt beschreiben:
I ST R
s(t) = 120 t +2 t
t... Zeit nach der Abfahrt in Sekunden (s), 0 <t < 60

s(t) ... zuriickgelegter Weg in Metern zum Zeitpunkt ¢

sinm a) Berechnen Sie die Strecke s in Metern, die der U-Bahn-Zug zwischen den
-600

beiden Haltestellen zuriicklegt.

% b) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit des U-Bahn-Zugs in m/s fiir das

400 Zeitintervall [30;45].

300 c) Berechnen Sie die Momentangeschwindigkeit des U-Bahn-Zugs in m/s fiir
200 t =45s.
d) Erkldren Sie, wie am rechts abgebildeten Zeit-Weg-Diagramm die Momen-

tangeschwindigkeit abgelesen werden kann. Lesen Sie ndherungsweise den

10 20 30 40 50 60
tins Zeitpunkt ab, zu dem die Momentangeschwindigkeit maximal ist.

— - di inisterium
- 7. 1 Bildung, Wissenschaf
.
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78 © Tl

Ein Auto macht eine Vollbremsung, bis es zum Stillstand kommt. Der Weg, den es dabei bis zum Stillstand

zuriicklegt, lasst sich in Abhéngigkeit von der vergangenen Zeit ¢ durch die Funktion s beschreiben:
s(t)=—-325-12426-t mit0<t<4

t... ab Beginn der Vollbremsung vergangene Zeit in Sekunden

s(t) ... zuriickgelegter Weg zur Zeit ¢ in Metern

1) Zeigen Sie, dass das Auto zur Zeit ¢ = 4 zum Stillstand kommt.

2) Stellen Sie eine Formel auf, mit der man die mittlere Geschwindigkeit v im Intervall [to;¢;] bestimmen kann.
Jemand berechnet: s”(t) = —6,5

3) Interpretieren Sie die Bedeutung der Zahl —6,5 im gegebenen Sachzusammenhang.

4) Begriinden Sie, warum der Graph der angegebenen Funktion s keinen Wendepunkt hat.

A - d ium
- 7 9 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Jedes Jahr findet auf der Kitzbiiheler Streif das weltberithmte Hahnenkammrennen statt.
Die Geschwindigkeit einer Trainingsfahrt in Abhéngigkeit von der Zeit kann fiir einen Abschnitt durch folgende

Funktion ndherungsweise beschrieben werden:
v(t) = —0,045 - t2 + 6,594 - t — 204,571  mit 60 <t < 90

t... Zeit in Sekunden (s)
v(t) ... Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)

1) Bestimmen Sie denjenigen Zeitpunkt, zu dem die Geschwindigkeit in diesem Abschnitt maximal ist.

~ 710 ° )

Der Geschwindigkeitsverlauf wihrend eines Bremsmanévers eines Autos kann ndherungsweise durch die lineare

Funktion v beschrieben werden:

3
t)=20——-t
o(t) =20~ 3
t... Zeit seit dem Beginn des Bremsmanovers in Sekunden (s)
v(t) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢ in Metern pro Sekunde (m/s)
1) Interpretieren Sie die Bedeutung der Steigung der Funktion v im gegebenen Sachzusammenhang.

\ J

- - = Bund ium
i 11 Bildung, Wissenschaft )
1 und

Forschung

hie)in m Die Funktion h, deren Graph in der nebenstehenden
1207 Abbildung dargestellt ist, beschreibt ndherungswei-
100 se die Hohe h(t) eines senkrecht nach oben geschos-
804 h senen Korpers in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ (¢ in
Sekunden, A(t) in Metern).

Aufgabenstellung:

60

40
Bestimmen Sie anhand des Graphen die

1 mittlere Geschwindigkeit des Kérpers in Metern pro

o 1 2 & 4 &t & 1 8 9 10 Sekunde im Zeitintervall [2s;45s]!
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~ 712 © = Sumdermmseron

und Forschung

Das in einem Gefaf} enthaltene Fliissigkeitsvolumen V' &ndert sich im Laufe der Zeit ¢ im Zeitintervall [to; t4].
Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion V', die die momentane Anderungsrate des im Gefif enthaltenen
Fliissigkeitsvolumens in diesem Zeitintervall angibt.

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

V)

Das Flussigkeitsvolumen im GefaB nimmt im Zeitinter- 0
vall [t,; t.] ab.

Das Flussigkeitsvolumen im GeféB ist zum Zeitpunkt ¢,
Kleiner als zum Zeitpunkt ¢,

Das Flussigkeitsvolumen im GefaB weist zum Zeit-
punkt ¢, die niedrigste momentane Anderungsrate auf.

: ; ; Pt Das Flussigkeitsvolumen im GeféB ist zum Zeitpunkt ¢,
0 } f f i am gréBten.

Das Flussigkeitsvolumen im GefaR ist zu den Zeit-
punkten t, und ¢, gleich grof.

o(oyo| o

713 ™ = sdemisteran

und Forschung

Die Flugkurve eines Motorrads nach dem Absprung von einer Motocross-Rampe kann — unter Vernachléssigung
des Luftwiderstands — mit einer quadratischen Funktion f beschrieben werden:
10 - (x — 5,4)2

f(ﬂ?):72,7+$7 U(Q)

mit z > 5,4

x ... waagrechte Entfernung vom Anfangspunkt der Rampe in Metern (m)
f(z) ... Hohe in Abhingigkeit von der waagrechten Entfernung x in Metern (m)
v . . . Geschwindigkeit beim Absprung in m/s

f(x) in Metern

Flugkurve \

o
"‘\_’_ Safety-Zone

4 Landerampe
x|
'_ X in Metern
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 27 28 29 30 31

a) 1) Berechnen Sie den hochsten Punkt der Flugkurve fiir eine Geschwindigkeit von vg = 14m/s.
b) Um die Sicherheit der Motocross-Fahrer nicht zu gefihrden, wird auf der schrigen Landerampe eine sogenannte

Safety-Zone markiert. Der Fahrer soll fiir eine sichere Landung in diesem Bereich landen.

1) Berechnen Sie, welche Geschwindigkeit vg der Fahrer beim Absprung erreichen muss, damit die Flugkurve

in der Mitte dieser Safety-Zone endet.
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7.1 a) v =12,875m/s b) vmin = 8m/s, Umax = 18,5m/s ¢) a=3,5 m/s2 d) amin = 2m/s2, Amax = 4m/s2

a(t) in m/s?

7.2 ¢

2

1

tins
0 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15

7.3 1) Ja,esgilt T <8 2)t; =5
3) T'(5) = 1,2 Zum Zeitpunkt ¢t = 5h gilt: Fiir kurze Zeitspannen At (gemessen in Stunden) ist die Temperaturinderung ca. 1,2 - At

(gemessen in Grad Celsius). Wéhlt man also etwa At = é, so folgt daraus, dass die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = 5h innerhalb von
10 Minuten um ca. 0,2 °C steigt.

7.4 a) h ist eine quadratische Funktion in ¢ mit Scheitelstelle t = UTO

2
b) Amax = ;% daher ist vp mit v/2 zu multiplizieren, also um 41,4 % zu erhéhen.

7.5 ¥ = 14,29 m/s auf der ersten Weghalfte. Fiir die erste Weghalfte wurden 70 Sekunden, fiir die zweite Halfte nur 40 Sekunden bendtigt.
Daher ist die mittlere Geschwindigkeit auf der ersten Weghélfte kleiner.

7.6 1,48m/s

7.7 a) 600m
b) 13,75m/s
c) 11,25m/s

d) Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt to ist geometrisch die Steigung des Funktionsgraphen an der Stelle ¢g.
Der Graph hat im Wendepunkt bei t = 30 s die grofite Steigung.

7.8 v(4) =s'(4) =0 7= =2l
Das Auto hat zu jedem Zeitpunkt die negative Beschleunigung a = —6,5 m/sz. Es wird also pro Sekunde um 6,5m/s langsamer. Bei

einem Wendepunkt gilt s”(t) = 0, aber s”/(t) = —6,5 hat keine Nullstelle.
7.9 Nach 73,26... Sekunden ist die Geschwindigkeit maximal.

7.10 Die Steigung betrigt k = 7%. Es liegt eine konstante negative Beschleunigung (Bremsverzégerung) von —1,5 m/s2 vor.
Oder: Das Auto wird pro Sekunde um 1,5m/s langsamer.

7.11 Die mittlere Geschwindigkeit des Korpers im Zeitintervall [2s; 4 s] betrigt ca. 20 m/s.
7.12 Richtig sind die 2. Antwort und die 4. Antwort von oben.
7.13 a) H=(152m | 7,6m) b) vp =~ 13,84m
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8. OPTIMIERUNGSAUFGABEN

mF

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
Die Aufgaben dort haben eine wesentliche Gemeinsamkeit:

Fir die Bearbeitung reichen Stift, Papier, Geodreieck und eventuell eine Formelsammlung.

)

.1 MmF

Gesucht ist jener Punkt am Funktionsgraphen
der Wurzelfunktion f(x) = +/z, der vom
Punkt P = (5| 0) minimalen Abstand hat.

1) Zeichne oben einen Punkt V' am Graphen ein, der vermutlich nahe am gesuchten Punkt liegt.
Fiir den Abstand von V zum Punkt P gilt:
dz) =22 -9 -2+ 25

z ... z-Koordinate von V'

d(x) ... Abstand von V zu P in Abhangigkeit von z

Der Graph der Funktion d ist links dargestellt.

2) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Tiefpunkts 7.

3) Welche Koordinaten hat also der gesuchte Punkt am Graphen von f?

4) Begriinde, warum d tatsichlich die oben angegebene Funktionsgleichung hat.

. J

MmF

8.2
Der Graph der Funktion f mit f(x) = —In(z) ist rechts unten fir 0 < 2 < 1 dargestellt.
Gesucht sind die Abmessungen eines Rechtecks mit maximalem Flécheninhalt und folgenden Eigenschaften:

e Ein Eckpunkt liegt am Funktionsgraphen von f.

e Fine Seite liegt auf der x-Achse. Eine Seite liegt auf der y-Achse.
Fiir den Flacheninhalt des Rechtecks gilt: : f
A(z) = —x - In(x) 2
z ... z-Koordinate des Eckpunkts am Funktionsgraphen 1
A(z) ... Flacheninhalt des zugehorigen Rechtecks A(z) .

1) Fiir welches z ist A(z) maximal? Wie grof ist dieser maximale Fldcheninhalt?

2) Begriinde, warum A tatséchlich die oben angegebene Funktionsgleichung hat.
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y a

MmF

8.3
Eine quaderférmige Schachtel mit quadratischer Grundfliche und Deckel soll produziert werden.
Fiir deren Oberfliche stehen 600 cm? Material zur Verfiigung.
Der Hersteller méchte, dass das Volumen der Schachtel so grof3 wie moglich ist.
Fiir das Volumen der Schachtel gilt:
300-a —a
- 2
a ... Kantenlinge der Grundfliche in cm
V(a) ... Volumen der Schachtel in cm3

V(a)

Die Kantenlinge der Grundfliache soll aus Stabilitdtsgriinden mindestens ap,;, = 12 cm betragen.

V(a) in cm?® Der Graph der Funktion V ist links dargestellt.

H
1) Berechne die positive Nullstelle n der Funktion V.

2) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Hochpunkts H.

N

Von einem Kreis mit Radius R = 1 m wird ein Kreissektor mit Zentriwinkel o ausgeschnitten.
Der Kreissektor kann dann zu einem Drehkegel gefaltet werden.

Gesucht ist jener Zentriwinkel «, fiir den das Volumen des zugehori-

gen Drehkegels so grofl wie moglich ist. b
Fiir das Volumen des Drehkegels gilt:

a? a?

120 472

« ... Zentriwinkel in rad

V()

V(a) ... Volumen des Drehkegels in m3

Der Graph der Funktion V' ist links dargestellt.

V(a) in m?

1) Berechne die positive Nullstelle n der Funktion V.

2) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Hochpunkts H.

a in rad

3) Wie grof ist also der optimale Zentriwinkel in Grad?

ainem 3) Welche Abmessungen und welches Volumen hat also jene Schachtel,
die alle Anforderungen erfillt?
4) Begriinde, warum V tatséchlich die oben angegebene Funktionsgleichung hat.
2 <¢-MmF

4) Begriinde, warum V tatsichlich die oben angegebene Funktionsgleichung hat.
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A = desministerium
- 8 5 Bildung, Wissenschaft )

und Forschung

Die Oberfliche eines zylinderférmigen Behilters mit einem Volumen von 16 000 Kubikmetern (m?®) soll minimal
sein. Die Oberfldche, abhéngig vom Radius 7, kann mit der Funktion O beschrieben werden:

>, 32000

O(r)y=2-r -7+ mit r >0

r
... Radius des zylinderformigen Behélters in Metern (m)

O(r) ... Oberfliche des zylinderférmigen Behélters bei einem Radius r in Quadratmetern (m?)

1) Berechnen Sie die Nullstelle der 1. Ableitung der Funktion O.
2) Zeigen Sie mithilfe der 2. Ableitung, dass bei dem so ermittelten Radius die Oberfliche minimal wird.

A J
y a = d ium
8.6 Bildung, Wissenschaft )
¥ ul

nd Forschung

Ein rechteckiger Garten soll angelegt werden. Er soll mit einer Seite ¢ an ein Bauernhaus angrenzen und an den
restlichen drei Seiten durch einen Zaun begrenzt werden. Es stehen insgesamt 50 m Zaun zur Verfiigung.

Die Funktion A beschreibt den Fldcheninhalt des rechteckigen Gartens in Abhédngigkeit von der Lange der Seite a.
1) Erstellen Sie eine Gleichung der Funktion A.

2) Zeichnen Sie in der nachstehenden Abbildung den Graphen der Funktion A.

Ala) in m?
300 -

200 4

100 A

ainm
O T T T T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

3) Zeigen Sie, dass bei einer quadratischen Funktion f mit f(z) = x - (a — x) die Stelle z = § eine Extremstelle

ist.
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8.1
8.2

8.3
8.4

8.5

8.6

1) 2) T =(4,5]2,179...) 3) (4,5]2,121...) 4) Hinweis: Pythagoras

1) n =300 =17,32...cm 2) H = (10| 1000) 3) a=12cm, h =6,5cm, V = 936cm®  4) Hinweis: Quader-Oberfliche

4) Hinweis: Zeige, dass 7 = 5% und h = 4/1 — % gilt.
1) 7 =13,65..m 2) O"(r) =4 7+ 490 — 0"(13,65...) = 37,6... >0 = Tiefpunkt

(Die Funktion O hat fiir z > 0 nur diese eine Stelle mit waagrechter Tangente und keine Sprungstellen. Die Funktion O” ist fiir x > 0
stets positiv. Dieses lokale Minimum von O muss also auch das globale Minimum sein.)

50 —a
A(a) =a-
(@) _
Afa) in m¢
300
A
Die Nullstellen der Funktion f sind 1 = 0 und z2 = a. Da die Extremstelle g einer
200
quadratischen Funktion genau in der Mitte zwischen den beiden Nullstellen liegt, gilt:
100 zs = &. Oder: f'(z) = 0 18sen.

1) z=e ' =0,367... A(e™')=e"'=0,367...
(Die Funktion A hat fiir x > 0 nur diese eine Stelle mit waagrechter Tangente und keine Sprungstellen. Die Funktion A’ ist fiir

x > 0 stets negativ. Dieses lokale Maximum von A muss also auch das globale Maximum sein.)

2) Hinweis: Seitenldingen des Rechtecks

1) n=2-mrad
2) H = (5,130...rad | 0,4030... m?)
3) 293,93...°
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9. MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG

o
9.1 MmF
Der Graph zeigt das Zeit-Weg-Diagramm der ersten 90 Sekunden einer Autofahrt (Zeit in s, Weg in m).
a) Untersuche, ob die verstrichene Zeit und der zurtickgelegte Weg direkt proportional sind.
b) Untersuche, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.
2000
1500 richtig | falsch
Die mittlere Geschwindigkeit ist kleiner als 50 km/h.
1000 W Die Endgeschwindigkeit ist grofRer als die mittlere Geschwindigkeit.
Die Endgeschwindigkeit ist kleiner als die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 20.
500 Zum Zeitpunkt 50 ist die Geschwindigkeit maximal.
Zum Zeitpunkt 50 ist die Beschleunigung maximal.
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90
. J
a 9.2 a = B\\d:ng Wissenschaft™)

und Forschung

Die Fahrt eines Radfahrers kann fiir einen bestimmten Streckenabschnitt und einen begrenzten Zeitraum durch

die Funktion s beschrieben werden.
s(t)=0,75-12 +1,.25 -t

t... Fahrzeit in Sekunden (s)
s(t) ... zuriickgelegter Weg zur Zeit ¢ in Metern (m)

1) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit des Radfahrers im Zeitintervall [0; 5].
2) Bestimmen Sie die Momentangeschwindigkeit des Radfahrers zur Zeit t = 5.

3) Veranschaulichen Sie mithilfe des zugehorigen Weg-Zeit-Diagramms, dass die Momentangeschwindigkeit zur

Zeit t = 5 grofer ist als die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [0; 5].
4) Zeigen Sie, dass fiir diese Fahrt die Beschleunigung konstant ist.

\ J

y a = ium

Bildung, Wissenschaft )
9.3 o

und Forschung

Die Fahrt eines Skifahrers wird fiir die ersten 5 Sekunden eines bestimmten Streckenabschnitts durch die folgende
Funktion s beschrieben:

2 s(t) in m
s()=0,7-t*+15-t mit0<t<5 2
t... Zeit in Sekunden (s) 20
s(t) ... bis zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegter Weg in Metern (m) 15
a) Bestimmen Sie die Momentangeschwindigkeit des Skifahrers zum 10
Zeitpunkt ¢ = 4 Sekunden. 5
b) Veranschaulichen Sie anhand der Grafik, dass die Momentange- tins
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55

schwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 4 Sekunden gréfer als die mitt-

lere Geschwindigkeit wéhrend der ersten 5 Fahrsekunden ist.
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~ 94 ° T

Um Unebenheiten eines Bodens festzustellen, wird eine Messlatte verwendet.
Um die Unebenheit des dargestellten Bodens zu ermitteln, soll der Punkt 7" bestimmt werden.

Im Punkt T ist die Tangente an den Graphen von p parallel zur Geraden f (siehe nachstehende Skizze).

px), f(x) in mm

Es gilt:
p(a) =—70-2* +150 - 2 — 100 - 2® + 17 - = + 3
f(z) = —4,046 - © 44,378

Messlatte

x ... horizontale Koordinate in m

p(x), f(x)... vertikale Koordinate in mm

0 02 04 06 08
1) Erstellen Sie eine Gleichung, mit der die z-Koordinate des Punktes T' berechnet werden kann.

2) Berechnen Sie die z-Koordinate des Punktes 7. (Anmerkung: mit CAS)

. J

y a = Bund, isterium o~

9.5 S
Gegeben ist eine Polynomfunktion f zweiten Grades. In der nachstehenden Abbildung sind der Graph dieser
Funktion im Intervall [0;xz3] sowie eine Sekante s und eine Tangente t dargestellt. Die Stellen 2y und z3 sind
Nullstellen, z; ist eine lokale Extremstelle von f. Weiters ist die Tangente ¢ im Punkt (22 | f(x2)) parallel zur

eingezeichneten Sekante s.

Aufgabenstellung:
Welche der folgenden Aussagen sind fiir die in der Abbildung dargestellte Funktion f richtig?

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

1) ’ ,
f(xo) = 1'(x3) []
t
f N f(x)=0 []
fx) —fix) _ o
% = %) []
f'(x) =0 L]
& X fix,) — fix,)
0=x, X X, Xa N\ );1—)(33 0 D
96 S
] ) ) ) Gegeben ist eine Polynomfunktion f dritten Grades.
Im Intervall [x,; x,] gibt es mindestens eine Stelle x mit f(x) = 5. J .
Die mittlere Anderungsrate von f hat im Intervall [z1; 22]
fx) > flx,) O den Wert 5.
Die Funktion f ist im Intervall [x,; x,] monoton steigend. ] AUfgabenStellung:
Welche der nebenstehenden Aussagen koénnen iiber die
Mg =5 Tralle x € b ] - Funktion f sicher getroffen werden?
fix,) = f(x) =5 - (x,~ X)) O Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!
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9.1 a) Graph gekriimmt, daher nicht direkt proportional
b) falsch, falsch, richtig, richtig, falsch
9.2 Mittlere Geschwindigkeit: 5m/s Momentangeschwindigkeit: 8,75 m/s

st inm

Die Tangentensteigung der Funktion s an der Stelle t = 5 ist grofler als die Steigung der Sekante

durch die Punkte (0 | 0) und (5 | 25).
a(t) =s"(t)=1,5 m/s2 ist konstant.

Tangente

° 1 £ 3 1 5 &
9.3 a) 7,1m/s

b) Die Steigung der Geraden durch (0 | 0) und (5 | 25) ist kleiner als die Steigung der Tangente im Punkt (4 | 17,2).
9.4 p'(z) = f'(z) = —280-2% 4450 2% —200 -2 + 17 = —4,046 = (z1 = 0,1527...), z2 = 0,5357..., (z3 = 0,9187...)
9.5 Richtig sind die 2. Antwort und die 3. Antwort von oben.
9.6 Richtig sind die 2. Antwort und die 5. Antwort von oben.
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10. NAHERUNGSVERFAHREN

S T A MmF

Die Funktion f mit

flx) =2 —46 - 22 +173 -2 — 210

hat zwei komplexe Nullstellen und eine reelle Nullstelle.

Berechne die reelle Nullstelle ndherungsweise. (Newton-Startwert: 1 = 50)

\ J

V102 T MmF

Die Graphen der beiden Funktionen f und g mit

f(z) =cos(z) und g(z) =23

schneiden einander in genau einem Punkt.

Berechne den Schnittpunkt S nidherungsweise. (Newton-Startwert: 1 = 1)

. J

- a MmF

Der Graph der Funktion f mit f(z) = e5™®) ist links dargestellt.

a) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Hochpunkts.

Hinweis: ¢® > 0 fir alle ®.

b) Berechne die Koordinaten des eingezeichneten Wendepunkts

—2—10‘12345678 . )
néherungsweise. (Newton-Startwert: zq = 1)
104 T MmF
Die Funktion f mit f(QS) = 21242 — 42 hat eine pOSitiV@ Nullstelle. Welche Zahl auf der Zahlengerade ist das?

Berechne diese Nullstelle ndherungsweise. (Newton-Startwert: x; = 1,5)

~ 105 ° MmF

Fin Kredit von K = 100000 € soll mit nachschiissigen Kf Rf Rf Rf Rf

Zeit in Monaten

monatlichen Raten R = 1000 € zuriickgezahlt werden.

| | | |
T T T T T
0 1 2 3 n

Wie grof} darf der effektive Jahreszinssatz maximal sein, damit der Kredit in n = 120 Monaten abbezahlt ist?
Hinweis: Der zugehorige monatliche Aufzinsungsfaktor ¢ ist eine Losung der folgenden Gleichung:

q" —1

qg—1

1) Stelle eine Funktion f auf, die ¢ als Nullstelle hat.

K-¢q"=R-

2) Berechne die gesuchte Nullstelle ¢ n&herungsweise. (Newton-Startwert: ¢; = 1,1)

3) Berechne den zugehorigen effektiven Jahreszinssatz.
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PROJEKT MMF AS — DIFFERENTIALRECHNUNG

~ 106 ° MmF

Fiir die Funktion f gilt: f(xz) =cos(2-z) —x

a) Berechne die Tangentensteigung an der Stelle xyp = —1 ndherungsweise als Sekantensteigung zwischen
den Stellen —1 und —0,999.
b) Berechne die Tangentensteigung an der Stelle xg = —1 mit den Formeln der Differentialrechnung.
107 © MmF

Fiir die Funktion f gilt: f(x) =0,1-2*

1) Erstelle eine Gleichung der Tangente im Punkt A = (2| f(2)).

2) Der Punkt (2,01 | yr) liegt auf der Tangente. Berechne yr und f(2,01).
Um wie viel Prozent ist yp kleiner als f(2,01)?

\ J

A 108 T MmF

Der Graph einer differenzierbaren Funktion f ist rechts dargestellt.
Der Punkt A = (x¢ | f(z0)) ist fix. Der Punkt B = (x| f(x)) ist
beweglich am Graphen.

1) Lukas behauptet, dass die Anndherung
f(z) = f(xo)

r — X

f'(xo) =

gilt, wenn x nahe bei x ist.

Veranschauliche diese Behauptung im Bild rechts. | x
Beschreibe die Behauptung aus geometrischer Sicht.

2) Leite daraus die folgende Formel fir die lineare Approzimation einer Funktion f an einer Stelle xo her:

f(@) = f(zo) + f'(x0) - (z — o)

3) Ermittle die lineare Approximation fiir f(z) = /z an der Stelle 2o = 25.

4) Berechne /26 mithilfe der linearen Approximation. Vergleiche das Ergebnis mit dem Taschenrechner.
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~ 109 ° MmF

Der Umfang u bzw. der Fliacheninhalt A vom Kreis hdngen von seinem Radius r ab:

ulr)y=2-7-r und A(r)=m-1r?
a) Der Radius eines Kreises mit Radius 79 = 10cm wird um Ar = 5mm vergrofiert.

u(r)

1) Berechne den Umfang des grofieren Kreises.

2 2) Berechne den Umfang des grofieren Kreises mit der
. —~ /
A Néherungsformel u(rg+ Ar) = u(rg) + u'(ro) - Ar.
: : r ‘Warum gilt hier nicht nur &~ sondern sogar =7
0 o ro+ Ar

b) Der Radius eines Kreises mit Radius 79 = 10cm wird um Ar = 5mm vergroBert.

1) Berechne den Flicheninhalt des grofieren Kreises.

2) Berechne den Flicheninhalt des grofieren Kreises mit der
Néherungsformel A(rg + Ar) =~ A(rg) + A’(ro) - Ar.

r 3) Berechne den absoluten Fehler und den relativen Fehler.
~ 10.10 MmF
Fiir die Ableitungsfunktion der Wurzelfunktion f(z) =z gilt: f'(z) = 5 1\/5
1) Schitze mithilfe der Niherungsformel f(9 + Ax) ~ £(9) + f/(9) - Az den Wert von f(11) = /11 ab.
2) Berechne den absoluten Fehler und den relativen Fehler.
- MmF

10.11

Finde mit Hand eine gute Ndherung fiir den numerischen Wert von /1,02. Ermittle dann mit dem Taschenrechner

den absoluten und den relativen Fehler deiner Naherung vom tatséchlichen Wert.
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10.1
10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
10.7

10.8

10.9

10.10
10.11

xr = 42

S = (0,865... | 0,648...)

a) H = (1,570... | 2,718...) b) W = (0,6662... | 1,855...)

z=1,09307... (= “¥42)

a) Zum Beispiel: f(¢) = K-¢"t"' = K-¢"—R-¢"+R b) ¢=1,00311... ¢)i=3,80..%

a) 0,8194... (Umstellung auf Bogenmafl nicht vergessen) b) 0,8185...

1) y=32-2—48 2)yr=1,632, f(2,01)=1,63224..., yr ist um 0,0147... % kleiner als f(2,01).

Die Steigung der Tangente in A ist ungefdhr so grofl wie die Steigung der Sekante durch A und B.

‘ 0
b) f'(z0) - (x — wo) = f(z) — f(zo) = f(z) = f(zo)+ f' (o) - (x — w0)
c) Vr=0,1l-2+25
d) V26 ~5,1 TR: /26 = 5,0990...
a) 1) 65,97...cm  2)2-7-104+2-7-0,5=2-7-10,5 =65,97...cm

Es gilt Gleichheit, weil u eine lineare Funktion ist und damit u’(r¢) =

u(ro+Ar) —u(rg)

Ar :
b) 1) 346,3...cm®  2) 345,5...cm®  3) Absoluter Fehler: 0,78...cm®  Relativer Fehler: 0,226...%
1) Niherungswert: V11 &~ 3,333...  2) Absoluter Fehler: 0,0167... Relativer Fehler: 0,503... %

Lineare Approximation an der Stelle zg = 1: =z ~ 0,2 -z + 0,8 = /1,02 =~ 1,004
Absoluter Fehler: 0,0000316... Relativer Fehler: 0,0031... %
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11. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

a T MmF

Das Volumen V eines Zylinders hiangt von seinem Radius r und seiner Hohe h ab:

V(hir)=m-1"-h ’

1) Ermittle die partielle Ableitung von V nach h und die partielle Ableitung nach r:

ov v

o= o = 2
Welche geometrische Bedeutung haben diese beiden partiellen Ableitungen?

2) Der Radius eines Zylinders mit Hohe h = 8 cm und Radius 7 = 3c¢m wird um Ar = 7mm vergroflert.

i) Berechne das neue Volumen mit der Volumsformel.
ov
ii) Berechne das neue Volumen mit der Ndherungsformel: V(8;3 + Ar) = V(8;3) + 8—(8; 3)-Ar
r

3) Die Hohe und der Radius eines Zylinders mit Hohe h = 8cm und Radius » = 3cm werden gleichzeitig um
Ah =5mm bzw. Ar =7mm vergrofert.

i) Berechne das neue Volumen mit der Volumsformel.

Die Naherungsformel lésst sich auf natiirliche Weise auf mehrere Variablen erweitern:

oV v
S (8:3) - Ah+ S5 (8:3) - Ar

ii) Berechne das neue Volumen mit der Ndherungsformel.

V(8+ Ah;3+ Ar) =V (8;3) +

iii) Berechne den absoluten Fehler und den relativen Fehler.

e T MmF

a) Fiir die quadratische Funktion f gilt: f(z) =22 — 8.2 + 21 fle)

Thr Funktionsgraph ist die rechts dargestellte Parabel. f
Berechne ihren Scheitelpunkt S.

b) Fiir die quadratische Funktion f in 2 Variablen gilt:

flasy)=a?+y* -8 -2 —4-y+25

Thr Funktionsgraph ist das unten dargestellte Paraboloid. 0

Ermittle die partiellen Ableitungen g und ﬁ .

f(xy) ox dy

Gesucht sind die Koordinaten des links

dargestellten Scheitelpunkts S = (xs | ys | 2s).

So wie bei a) muss in diesem Fall gelten:

5 of of
= =LA gy (rsivs) =0 (esius) =0
7

Berechne damit den Scheitelpunkt S.
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T 13 MmF
Ermittle die angegebenen partiellen Ableitungen.
a) plab) =a? b7 — O O
b) Flasyie) = SO g s %v% gi‘
©) g(0;5) =In(a) - a” f— 5 g%g%
d) hlziy) =5 -cos(a? —3-2) 7 o o
e) Q(zn) = Zliifn In(2) %227 %g
f) P(w;z) =2% w—In(x) v a%’ 8%11

11.1 1) % = 7 - r? gibt an, wie stark sich das Volumen &ndert, wenn sich die Héhe des Zylinders verandert.
(Geometrisch: Deckfliche des Zylinders)
% = 2.7 -7 h gibt an, wie stark sich das Volumen &ndert, wenn sich der Radius des Zylinders verdndert.
(Geometrisch: Mantelfliche des Zylinders)

2) i) 344,0...cm®  ii) 331,7...cm?
3) i) 365,5...cm®  ii) 345,8...cm®  iii) Absoluter Fehler: 19,68...cm® Relativer Fehler: 5,38...%
11.2 a) S=(4]5) b)S=(4]2]5)

dp 2 dp 2 5
11.3 L, P L A L

) %a ¢ ab @“ TR

b) of _ cos(zx) S of _ sin(z) Se?Y .2 of 21
ox 7 dy 7 9z z
4] 1 9]

c) %:a-ﬁ+2<ln(o¢)-a~ﬁ7§ %:ln(a)<a2+%
oh oh

d) £=—5~sin(x2—3~x)~y7~(2~x—3) a—y=35~cos(a:2—3~x)~y6
oQ 1,8 208 . ¢n 208 . en oQ 218 e p2 — 218 e 2.

R s B nt In(=)
8?p ev 8?P e"

f =3.2%2 - =3.22 —

) Ow Oz “ T Ox Ow v
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