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1. Vektorrechnung in der Ebene

Für die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

✓ Arbeitsblatt – Vektorrechnung in der Ebene I
✓ Arbeitsblatt – Vektorrechnung in der Ebene II

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhöhe – 9. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

MmF-Materialien

1.1

Gegeben ist der Vektor #»a = ( 4
−2 ).

a) Der Vektor #»

b = ( 7,2
−3,6 ) ist parallel zu #»a . Um wieviel Prozent ist #»

b länger als #»a ?
b) Welche der folgenden Vektoren sind parallel zu #»a ?

Ermittle bei parallelen Vektoren jenen Skalar k mit #»

b = k · #»a .

1) ( 8
−4 ) 2) ( −4

2 ) 3) ( 4
−2 ) 4) ( 4

2 ) 5) ( −2
1 ) 6) ( 6

−3 ) 7) ( −1
0,5 ) 8) ( 4

0 )
c) Berechne die unbekannte Komponente so, dass der Vektor parallel zu #»a ist.

1) ( 12
y ) 2) ( x

4 ) 3) ( −2
y ) 4) ( x

5 ) 5) ( 7
y ) 6) ( x

1 )

1.2

Ein Quadrat hat die Eckpunkte A = (−1 | 1), B = (4 | −2), C und D.

a) Beschrifte die Eckpunkte dieses Quadrats im Bild rechts
alphabetisch gegen den Uhrzeigersinn.

b) Berechne die Koordinaten der Eckpunkte C und D.
c) Berechne den Flächeninhalt des Quadrats.
d) Berechne den Mittelpunkt M des Quadrats.

1.3
Die Strecke AB hat die Endpunkte A = (−10 | 5) und B = (6 | −3) .
Berechne jenen Teilungspunkt T auf der Strecke, der diese im Verhältnis 3 : 5 teilt. | #   »

AT | : | #   »
T B| = 3 : 5

1.4
Das Viereck ABCD hat die Eckpunkte A = (0 | 0), B = (7,5 | −10),
C = (14 | 0) und D = (5 | 12).

a) Untersuche, ob das Viereck ein Trapez ist.
b) Untersuche, ob das Viereck ein Parallelogramm ist.
c) Untersuche, ob der Eckpunkt B auf der eingezeichneten Winkelsymmetralen w liegt.

1.5

Berechne den von #»v = ( 5
2 ) und #»w = ( −1

2 ) eingeschlossenen Winkel.
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1.6

Von einem Parallelogramm sind die Eckpunkte A = (2 | 3) , B = (−1 | −1)
und C = (1 | −4) gegeben. Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn alphabetisch sortiert.

a) Ermittle die Koordinaten des vierten Eckpunkts D rechnerisch und grafisch.
b) Berechne den Innnenwinkel φ beim Eckpunkt A.
c) Berechne den Flächeninhalt F des Parallelogramms mit der

trigonometrischen Flächenformel: (Koordinaten in cm)

F = | #    »

AB| · | #    »

AD| · sin(φ)

1.7
Zeichne jeweils einen Winkel mit Größe α, β und γ rechts ein.

a) α = arccos
(

#    »

AB · #    »

AC

| #    »

AB| · | #    »

AC|

)

b) β = arccos
(

#    »

CA · #    »

BC

| #    »

CA| · | #    »

BC|

)

c) γ = arccos
(

#    »

AB · #    »

CB

| #    »

AB| · | #    »

CB|

)

1.8
Der dargestellte Fußpunkt F = (f1 | f2) soll berechnet werden.

a) Die Punkte A, B und P haben ganzzahlige Koordinaten.
Lies ihre Koordinaten ab.

b) #    »

AB steht normal auf #    »

PF .
Stelle daraus eine Gleichung für f1 und f2 auf.

c) Der Punkt F liegt auf der Strecke AB.
Stelle daraus eine Gleichung für f1 und f2 auf.

d) Löse das Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Variablen.

1.9
Die Punkte A und B liegen auf einer quadratischen Parabel. Wir führen die folgende Konstruktion durch:

i) Die Tangenten in A bzw. B schneiden einander in einem Punkt T .
ii) Wähle eine beliebige Zahl u mit 0 < u < 1.

iii) R teilt die Strecke AT im Verhältnis u : (1 − u).
iv) S teilt die Strecke TB im Verhältnis u : (1 − u).

Dann kann man folgende Eigenschaft zeigen: Die Strecke RS berührt die Parabel in einem Punkt P .
Weiters teilt dieser Punkt P die Strecke RS ebenfalls im Verhältnis u : (1 − u).
Im dargestellten Beispiel gilt A = (0 | 2), B = (6 | 0) und T = (3 | 5).
Stelle eine Formel für den Punkt P in Abhängigkeit vom Parameter u auf.
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1.10
A = (a1 | a2) ist ein Punkt in der Zahlenebene und t ∈ R ist eine Zahl (Skalar).
Gerhard rechnet: t · A = (t · a1 | t · a2) „Skalar mal Punkt = Punkt“

Wir deuten diese Rechnung geometrisch:

a) Ermittle die Koordinaten von A aus dem Bild rechts:

A =
(

|
)

b) Berechne D = 1
3 · A und zeichne diesen Punkt rechts ein.

D = 1
3 · A =

(
|

)
c) O = (0 | 0) ist der Koordinatenursprung.

Zeichne die Ortsvektoren #    »

OA und #    »

OD rechts ein.

Wir deuten die Rechnung t · A = (t · a1 | t · a2) = D als die Multiplikation eines Ortsvektors mit einem Skalar:

t ·
−→
OA = ( t·a1

t·a2
) = −−→

OD

1.11
A = (a1 | a2) und B = (b1 | b2) sind zwei Punkte in der Zahlenebene.
Gerhard rechnet: A + B = (a1 + a2 | b1 + b2) „Punkt plus Punkt = Punkt“

Wir deuten diese Rechnung geometrisch:

a) Ermittle die Koordinaten von A und B aus dem Bild rechts:

A =
(

|
)

B =
(

|
)

b) Berechne S = A + B und zeichne diesen Punkt rechts ein.

S = A + B =
(

|
)

c) O = (0 | 0) ist der Koordinatenursprung.
Zeichne die Ortsvektoren #    »

OA, #    »

OB und #   »

OS rechts ein.

Wir deuten die Rechnung A + B = (a1 + a2 | b1 + b2) = S als Addition von Ortsvektoren:
−→
OA + −−→

OB = ( a1
a2 ) +

(
b1
b2

)
=
(

a1+b1
a2+b2

)
= −→

OS

1.12
Eine Raute ABCD hat den Diagonalenschnittpunkt M .
Begründe, warum die folgenden Gleichungen gelten.

a) 2 · C −
−→
AC = 2 · M

b) A + B + C + D = 4 · M

c) A − B + C − D = D − C + B − A

d) −→
AC ·

−→
AC + −−→

BD ·
−−→
BD = 4 ·

−−→
CB ·

−−→
CB

e) (−−→AB + −−→
BC) · (−−→BC + −−→

CD) = 0
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1.13
Im Bild unten ist ein Billard-Tisch dargestellt. Das quadratische Raster hat die Seitenlänge 1 dm.
Die weiße Kugel und die schwarze Kugel haben beide den Durchmesser d = 57,2 mm und liegen jeweils auf einem
Gitterpunkt. (A ist der Mittelpunkt der weißen Kugel. B ist der Mittelpunkt der schwarzen Kugel.)
Die weiße Kugel soll so gegen die schwarze Kugel gespielt werden, dass die schwarze Kugel in einem Loch landet.
Wenn die schwarze Kugel zum Gitterpunkt C oder D rollt, fällt sie dort ins Loch.

Die weiße Kugel wird in dieser Aufgabe immer mittig (ohne Drall) angespielt.

a) Lukas spielt die weiße Kugel in Richtung der Mitte der schwarzen Kugel.

1) Berechne die Vektoren #    »

AB und #    »

BC.
2) Begründe mithilfe dieser Vektoren, warum die schwarze Kugel nicht direkt zum Punkt C rollt.

Die weiße Kugel rollt bis zum Aufprall mit der konstanten Geschwindigkeit v = 1,42 m/s.

3) Berechne wie viele Millisekunden die weiße Kugel rollt, bis sie auf die schwarze Kugel trifft.

b) Sarah spielt die weiße Kugel so, dass die schwarze Kugel danach direkt zum Punkt C rollt.
Rechts ist die Position der beiden Kugeln beim Aufprall dargestellt.
P ist der Mittelpunkt der weißen Kugel.

1) Berechne den Winkel α.
2) Berechne den Vektor #    »

PB.
3) Berechne den Vektor #    »

AP , in dessen Richtung
Sarah die weiße Kugel spielt. Hinweis: #   »

AP + #   »
P B = #   »

AB

c) Leon spielt die weiße Kugel so, dass die schwarze Kugel zuerst die obere Bande trifft und danach direkt zum
Punkt D rollt. Die obere Bande verläuft entlang einer Gitterlinie.
Aufprallwinkel und Abprallwinkel der schwarzen Kugel sind gleich groß.

1) Berechne einen Vektor, in dessen Richtung die schwarze Kugel bis zum Aufprall an der Bande rollt.
Hinweis: Ähnliche Dreiecke

2) Begründe, ob die Kugel links oder rechts vom mittleren oberen Loch von der Bande abprallt.
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1.14

Für jeden Vektor #»a = ( a1
a2 ) gilt: #»a · #»a = | #»a |2

a) Überprüfe diese Gleichung für den Vektor #»a = ( 4
−3 ).

b) Rechne allgemein nach, dass diese Gleichung stimmt.
c) Begründe diese Gleichung mithilfe der geometrischen Interpretation des Skalarprodukts.

1.15
Zwei Vektoren #»v und #»w sind im Raster rechts eingezeichnet.

a) Ermittle die Komponenten der Vektoren #»v und #»w.

Der Vektor norv⃗ ( #»w) entsteht durch Normalprojektion von #»w auf #»v .

b) Zeichne den Vektor norv⃗ ( #»w) ein, und berechne seine Länge.
c) Berechne den Vektor norv⃗ ( #»w).

1.16
Für den Flächeninhalt A eines Parallelogramms mit Seitenlänge a und zugehöriger Höhe h gilt: A = a · h

Die Vektoren #»v = ( v1
v2 ) und #»w = ( w1

w2 ) spannen ein Parallelogramm auf.
Die beiden Vektoren schließen dabei den Winkel φ ein.

a) Begründe, warum für den Flächeninhalt des Parallelogramms gilt:

A = | #»v | · | #»w| · sin(φ)

b) Für den Flächeninhalt gilt auch: A = |v1 · w2 − v2 · w1|
Leite diese Formel her. Hinweis: Verwende die geometrische Interpretation von #»v · #»w und den Satz von Pythagoras.

1.17
Für eine genauere Analyse eines Boule-Spiels wird mithilfe einer Drohne ein Luftbild aufgenommen.

A = (2 | 10) . . . Auflagepunkt der ersten Kugel
B = (17 | 6) . . . Auflagepunkt der zweiten Kugel
Z = (4 | 1) . . . Auflagepunkt der Zielkugel

1) Berechnen Sie die Länge der Strecke BZ.

Während des Spiels bewegt sich die erste Kugel entlang
der Strecke AB 3 cm in Richtung B.

2) Berechnen Sie die Koordinaten der neuen Position des
Auflagepunkts der ersten Kugel.
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1.18
Zwischen zwei Punkten C und D soll eine geradlinige Verbindungs-
straße errichtet werden (siehe nebenstehendes Koordinatensystem).

1) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors −−→
CD.

2) Berechnen Sie den Betrag des Vektors −−→
CD.

1.19
Ein Segelboot startet im Punkt R und fährt geradlinig zum Punkt C.
Dort findet eine Kursänderung statt, um den Punkt D zu erreichen.

1) Lesen Sie die Koordinaten des Vektors #»c ab.
2) Zeichnen Sie den Punkt D ein, der ausgehend vom Punkt C mit

dem Vektor #»

d = ( −1
−0,5 ) angefahren wird.

3) Berechnen Sie das Skalarprodukt #»c · #»

d .
4) Interpretieren Sie dieses Skalarprodukt geometrisch.

1.20
Die ebene Laufstrecke eines Silvesterlaufs startet bei A und führt
in geradlinigen Streckenabschnitten über die Kontrollpunkte B, C

und D zum Ziel E.
Die Koordinaten dieser Punkte (in km) in einem rechtwinkeligen
Koordinatensystem sind angegeben:
Ausgangspunkt A = (−1 | 1)
1. Kontrollpunkt B = (1 | 3)
2. Kontrollpunkt C = (2 | −2)
3. Kontrollpunkt D = (1 | −2)
Zielpunkt E = (1 | 1)

1) Veranschaulichen Sie diese Laufstrecke im Koordinatensystem.
2) Erklären Sie, warum für das folgende Skalarprodukt gilt:

−−→
CD ·

−−→
DE = 0

3) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors −−→
BC.

4) Berechnen Sie die Streckenlänge BC.
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1.21
Brieftauben werden bei Wettkämpfen an einen Ort gebracht, von dem sie selbstständig wieder zurück nach Hause
fliegen. Bei der vorliegenden Aufgabe wird angenommen, dass Brieftauben stets den kürzesten Weg nach Hause
suchen.
Die nachstehende Grafik zeigt einige Städte in Oberösterreich, in denen es Taubenzüchter/innen gibt, in einem
Koordinatensystem. Dabei entspricht eine Längeneinheit im Koordinatensystem einer Entfernung von 10 Kilome-
tern.

a) Eine Taube wird in Freistadt losgelassen und fliegt auf direktem Weg nach Steyr.

– Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Vektors (Pfeil von Anfangspunkt zu Endpunkt des Fluges), der
die Flugstrecke der Taube beschreibt.

b) Eine Brieftaube fliegt von Ried i. I. in ihre Heimatstadt. Dieser Flug wird durch den Vektor #»v = ( 8
3 ) beschrie-

ben.

– Lesen Sie die Heimatstadt dieser Brieftaube ab.
– Berechnen Sie den Betrag des Vektors #»v .

c) Eine Taube startet in Linz. Sie fliegt eine Strecke von 67,08 km Länge in Richtung des Vektors ( −1
−2 ).

– Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Vektors, den die Taube von Linz bis zu ihrem Ziel entlangfliegt.
Geben Sie die Koordinaten dabei in den Längeneinheiten des obigen Koordinatensystems an.
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1.22
Ammoniten sind eine ausgestorbene Gruppe von im Meer lebenden Kopffüßern.
Eine Näherung der Querschnittsfläche eines Gehäuses ist in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

1) Zeigen Sie, dass a3 =
√

a2 + 3 ist.

Jemand möchte auf seinem Computerbildschirm das Gehäuse eines Ammoniten als
Bildschirmschoner programmieren. Er konstruiert dazu ein Dreieck mit den Eck-
punkten A = (0 | 0), B = (5 | 0) und C = (5 | 4). Dieses Dreieck soll in Richtung
des Vektors ( 3

4 ) um 7 Einheiten verschoben werden.

2) Berechnen Sie die Koordinaten A′, B′ und C ′ des Dreiecks nach der Verschie-
bung.

1.23
Eine Vektorgrafik besteht im Gegensatz zur Pixelgrafik nicht aus einzelnen Bildpunkten (Pixeln), sondern wird
durch geometrische Primitive (Linie, Kreis, Polygone, Splines, ...) definiert.

a) Rechtecke können in einer Vektorgrafik durch Angabe der Eckpunkte als geschlossene Streckenzüge definiert
werden. Es gibt zwei Rechtecke ABCD mit:

• A = (50 | −100) und B = (250 | −250) sind zwei benachbarte Eckpunkte.
• Die Seite BC ist halb so lang wie die Seite AB.

1) Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts C für eines dieser Rechtecke.

b) Ein Vorteil von Vektorgrafiken ist, dass geometrische Transformationen sehr einfach und ohne Qualitätsverlust
durchgeführt werden können.

Das in der nebenstehenden Grafik dargestellte Rechteck
E1F1G1H1 entstand aus dem Rechteck EFGH durch Dre-
hung um den Eckpunkt E = (100 | −150) gegen den Uhrzei-
gersinn.

1) Zeigen Sie rechnerisch unter Verwendung der Punkte E =
(100 | −150), H = (250 | −150) und H1 = (230 | −75),
dass der Drehwinkel gerundet 30 ◦ beträgt.
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1.24
Das Haus vom Nikolaus ist ein Zeichenrätsel für Kinder.
Ziel ist es, ein „Haus“, das aus einem Quadrat, seinen
Diagonalen und einem aufgesetzten Dreieck besteht, ohne
Absetzen nachzuzeichnen. In den nebenstehenden Abbil-
dungen ist eine Lösung durch das Zeichnen der Vektoren
von #»a (beginnend links unten) bis #»

h (endet rechts unten)
dargestellt.

1) Kreuzen Sie die nicht zutreffende Aussage rechts an. [1 aus 5]
2) Vervollständigen Sie den nachstehenden Ausdruck zur Berech-

nung der Länge von #»c durch Eintragen der richtigen Zahl.

| #»c | = · | #»a |

3) Begründen Sie, warum die nachstehende Gleichung gilt.
#»a · #»

b = #»e · #»c

1.25
Lilli verwendet eine App zur Planung ihrer Routen beim Klettern auf
einer Kletterwand. In der nebenstehenden Abbildung ist die Kletterwand
mit Griffen und Tritten in einem Koordinatensystem dargestellt.
x, y . . . Koordinaten in Längeneinheiten (LE)

Lilli plant eine Route für einen Aufstieg. Sie startet im Punkt P ,
danach führt die Route über die Punkte Q und R zum Punkt S.

Es gilt: #    »

PQ = ( 0
1,8 ), #    »

QR = ( 2
1,2 ), #   »

RS = ( −1,5
1,5 )

1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung diese Route als Abfolge
von Vektoren ein.

2) Berechnen Sie den Betrag des Vektors #    »

QR.
3) Ermitteln Sie den Vektor #   »

PS.
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1.26
Der Kroisbach und der Leonhardbach sind Bäche in Graz, die nach
ihrem Zusammenfluss den Grazbach bilden. In der nebenstehenden
Abbildung ist der Bereich des Zusammenflusses in einem Vermes-
sungsplan modellhaft dargestellt. Im Koordinatenursprung O flie-
ßen die beiden Bäche zusammen.
Der Kroisbach fließt vom Punkt P zum Punkt K.
Es gilt: #     »

PK = ( −5
−7 )

1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung den
Punkt P ein.

2) Berechnen Sie denjenigen spitzen Winkel, den die
Vektoren #»

ℓ und #»

k miteinander einschließen.

1.27

Beim Dressurreiten müssen vorgeschriebene Übungen auf dem rechteckigen Dressurplatz absolviert werden.
Bei der Übung In der Ecke kehrt muss, ausgehend vom Punkt B, die strichliert dargestellte Figur geritten werden.
(Siehe nachstehende Abbildung in der Ansicht von oben.)

Am Beginn der Figur bewegt sich das Pferd geradlinig in Richtung des Vektors #»

b , am Ende der Figur geradlinig
in Richtung des Vektors a⃗.

1) Stellen Sie mithilfe der Vektoren #»a und #»

b eine Formel zur Berechnung des Winkels α auf.

α =

Bei der Übung Durch die ganze Bahn wechseln wird vom Punkt H zum Punkt F geritten. Die Strecke UT wird
durch die strichliert eingezeichneten Markierungen in 10 gleich große Teile geteilt. (Siehe nachstehende Abbildung
in der Ansicht von oben.

2) Stellen Sie mithilfe der Vektoren #    »

TU und #     »

WT eine Formel zur Berechnung des Vektors #     »

HF auf.
#     »

HF =

11
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1.28
Im Rahmen eines Projekts zum Thema Verbreitung von Unkraut-
samen untersucht eine Gruppe von Schülerinnen das Fallverhalten
von Distelsamen. Beim Herabfallen wirken auf einen Distelsamen zu
einem bestimmten Zeitpunkt die drei Kräfte #  »

FG, #    »

FW und #  »

FL. Die
nebenstehende Abbildung veranschaulicht diese drei Kräfte in einem
Koordinatensystem.

1) Geben Sie die Koordinaten von #  »

FL an.

#  »

FL =
( )

Für die resultierende Kraft #  »

FR gilt:
#  »

FR = #  »

FG + #    »

FW + #  »

FL

2) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die resultierende
Kraft #  »

FR ausgehend vom Koordinatenursprung ein.
3) Berechnen Sie den Betrag der resultierenden Kraft #  »

FR.

1.29
Immer öfter erledigen Rasenmähroboter die Mäharbeiten in Gärten. In der
nebenstehenden Abbildung ist eine rechteckige Rasenfläche in einem Koordi-
natensystem dargestellt. Ein Rasenmähroboter startet bei der Ladestation im
Punkt A. Seine Fahrt kann durch die Vektoren #»a , #»

b , #»c und #»

d beschrieben
werden. Es gilt: #»a = ( −8

10 ), #»

b = ( 3
12 ), #»c = ( 12

−9 ).

1) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafür vorgesehenen Kästchen ein.

E =
(

|
)

2) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafür vorgesehenen Kästchen ein.

#»

d =
( )

Bei einer anderen Fahrt startet der Rasenmähroboter ebenfalls bei der Ladestation im Punkt A und fährt entlang
des Vektors #»a zum Punkt B. Im Punkt B ändert er allerdings seine Richtung so, dass er dann geradlinig zum
Punkt E fährt.

3) Zeigen Sie rechnerisch, dass der Rasenmähroboter seine Fahrtrichtung im Punkt B um 90◦ ändert.
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1.1 a) 80 %
b) 1) k = 2 2) k = −1 3) k = 1 4) nicht parallel 5) k = −0,5 6) k = 1,5 7) k = −0,25 8) nicht parallel
c) 1) y = −6 2) x = −8 3) y = 1 4) x = −10 5) y = −3,5 6) x = −2

1.2 a) C = (7 | 3), D = (2 | 6) b) A = 34 cm2 c) M = (3 | 2)
1.3 T = (−4 | 2)

1.4 a) Ja, weil #   »
AB ∥ #    »

DC gilt. b) Nein, weil #   »
AD ∦ #   »

BC gilt. c) Nein, weil
(

1
−8

)
ein Richtungsvektor von w ist, aber #    »

DB ∦
(

1
−8

)
gilt.

1.5 φ = 94,76...◦

1.6 a) D = (4 | 0) b) φ = 70,55...◦ c) F = 17 cm2

1.7

1.8 F = (4,72 | 8,96)
1.9 P = (6 · u | −8 · u2 + 6 · u + 2)

1.10 a) A = (6 | 3) b) D = (2 | 1) c)

1.11 a) A = (4 | 1), B = (−2 | 5) b) S = (2 | 6) c)

1.12 Hinweise: a) 2 · #     »
MC = #   »

AC b) A+C
2 = M und B+D

2 = M , weil in der Raute die Diagonalen einander halbieren c) −−→
BC = −

−−→
DA

d) #»a · #»a = | #»a |2 und Pythagoras e) #   »
AC · #    »

BD = 0, weil in der Raute die Diagonalen einen rechten Winkel einschließen

1.13 a) 1) #   »
AB =

(
3 dm
1 dm

)
, #   »

BC =
(

16 dm
4 dm

)
2) Es geht sich nicht aus, weil #   »

AB und #   »
BC nicht parallel sind. 3) 182,4 ms

b) 1) α = 14,03...◦ 2) #   »
P B =

(
0,554... dm
0,138... dm

)
3) #   »

AP =
(

2,445... dm
0,861... dm

)
c) 1)

(
4,333... dm
3,714... dm

)
2) Die erste Komponente ist mit 4,333... dm kleiner als 5 dm.

Die schwarze Kugel prallt also von der oberen Bande links vom mittleren Loch ab.

1.14 a)
(

4
−3

)
·
(

4
−3

)
= 42 + (−3)2 = 25 | #»a | =

√
42 + (−3)2 = 5 =⇒ | #»a |2 = 25 �

b) #»a · #»a = a2
1 + a2

2 | #»a |2 =
√

a2
1 + a2

2
2

= a2
1 + a2

2 �

c) Die Normalprojektion von #»a auf #»a ist der Vektor #»a selbst.
Also gilt: #»a · #»a = | #»a | · | nora⃗ ( #»a ) | = | #»a | · | #»a | = | #»a |2

�

1.15 a) #»v =
(

8
−6

)
, #»w =

(
5
2

)

b) | norv⃗ ( #»w) | = 2,8

c) norv⃗ ( #»w) =
(

2,24
−1,68

)
1.16 a) a = | #»v |, h = | #»w| · sin(φ)

b) A = | #»v | ·
√

| #»w|2 − | norv⃗ ( #»w) |2 =
√

| #»v |2 · | #»w|2 − (| #»v | · | norv⃗ ( #»w) |)2 = · · · = |v1 · w2 − v2 · w1|

1.17 1) 13,92... cm 2) (4,89... | 9,22...)

13
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1.18 #    »
CD =

(
140

−100

)
| #    »
CD| = 172,0... m

1.19
1) #»c =

(
1

−2

)
3) #»c · #»

d = 0
4) Die beiden Vektoren stehen normal zueinander.

1.20 1) 2) −−→
CD ·

−−→
DE = 0, weil die beiden Vektoren normal aufeinander stehen. 3) −−→

BC =
(

1
5

)
4) 5,09... km

1.21 a) #   »
F S =

(
−1
−5

)
b) Freistadt (8 | 6), | #»v | = 8,544... c) 6,708√

5
·
(

−1
−2

)
≈
(

−3
−6

)
1.22 a1 =

√
(a2 + 1) =⇒ a2 =

√
(a2 + 2) =⇒ a3 =

√
(a2 + 3)

A′ = (4,2 | 5,6) B′ = (9,2 | 5,6) C′ = (9,2 | 9,6)
1.23 a) C = (325 | −150) oder C = (175 | −350)

b) cos(α) =
−−→
EH·

−−−→
EH1

|
−−→
EH|·|

−−−→
EH1|

=⇒ α = 29,98...◦

1.24 1) Die 4. Aussage von oben ist nicht zutreffend.
2) | #»c | =

√
2 · | #»a |

3) Sowohl #»a und #»
b als auch #»e und #»c schließen jeweils einen rechten Winkel ein.

Somit gilt: #»a · #»
b = #»e · #»c = 0

1.25 1) 2) | #   »
QR| = 2,33... LE 3) #   »

P S =
(

0,5
4,5

)

1.26 1) P = (22 | 22) 2) 43,9...◦

1.27 1) α = arccos
(

− #»a · #»
b

| #»a |·| #»
b |

)
oder α = 180◦ − arccos

(
#»a · #»

b
| #»a |·| #»

b |

)
2) #    »

HF = 8
10 · #   »

T U − #    »
W T

1.28 1) #  »
FL =

(
4

−2

)
2) Vektor von (0 | 0) nach (4 | −4) 3) 5,65...

1.29 1) E = (15 | 22) 2) #»
d =

(
−7

−13

)
3) #»a · #   »

BE = −120 + 120 = 0, also stehen #»a und #   »
BE im rechten Winkel zueinander.

14
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2. Vektorrechnung im Raum

Für die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

✓ Arbeitsblatt – Vektorrechnung im Raum

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhöhe – 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

MmF-Materialien

2.1

Gegeben sind die Vektoren #»v =
(

1
3

−2

)
und #»w =

(
5

−2
−4

)
.

a) Berechne 1) #»v + #»w 2) #»v − #»w 3) (−2) · #»v und 4) #»v · #»w.
b) Berechne das Vektorprodukt #»v × #»w und überprüfe, dass es normal auf #»v und auf #»w steht.
c) Rechne allgemein nach, dass der Vektor #»v × #»w =

(
v2·w3 − w2·v3

−(v1·w3 − w1·v3)
v1·w2 − w1·v2

)
tatsächlich normal

auf #»v =
(

v1
v2
v3

)
und normal auf #»w =

(
w1
w2
w3

)
steht.

2.2

Berechne den von #»v =
(

5
−2
1

)
und #»w =

(
−3
−1
7

)
eingeschlossenen Winkel.

2.3

Die dargestellte Pyramide hat eine quadratische Grundfläche mit den Eckpunkten
A = (−2 | −1 | −1), B = (3 | −1 | −1), C = (3 | 3 | 2) und D. (Einheiten in cm)
Die Höhe der Pyramide beträgt h = 7 cm.

a) Berechne die Koordinaten des Eckpunkts D.
b) Die Pyramide besteht aus Kupfer mit der Dichte ρ = 8920 kg/m3.

Berechne die Masse der Pyramide (in g).

2.4
Gibt es eine Zahl x so, dass die Punkte A = (x | −1 | 3), B = (−1 | 4 | 3) und C = (7 | −4 | 3) auf einer Gerade
liegen? Begründe deine Antwort.

2.5

Die Vektoren #»a =
(

5
−1
2

)
cm und #»

b =
(

4
3

−1

)
cm spannen ein Parallelogramm im Raum auf.

Berechne den Flächeninhalt des Parallelogramms.

15
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2.6

Drei Vektoren #»a , #»

b und #»c spannen das rechts dargestellte Parallelepiped auf.

a) Sein Volumen V kann bekanntlich mit „Grundfläche mal Höhe“ (Prisma)
berechnet werden. Begründe damit die folgende Formel für das Volumen:

V = |( #»a × #»

b ) · #»c |

b) Berechne das Volumen für #»a =
(

2
−4
1

)
cm, #»

b =
(

−2
5
0

)
cm, #»c =

(
0
4
2

)
cm. ~a

~b

~c

~a×~b

h

2.7
Die Spitze eines Roboterarms bewegt sich geradlinig vom Punkt C = (1 | −2 | 3) zum Punkt D = (5 | −3 | 2).
Dort ändert sich die Bewegungsrichtung geringfügig und die Spitze bewegt sich geradlinig zum Punkt E =
(10 | −4 | 0).

1) Berechnen Sie den Winkel, um den die Bewegungsrichtung geändert wurde.

2.8

Bei der Fertigung von Drohnen werden Roboterarme eingesetzt.
Ein zweiteiliger Arm eines Roboters lässt sich am Computer durch zwei Vektoren beschrei-
ben, die durch die Punkte A = (1 | 1 | 1), B = (3 | 4 | 5) und C = (5 | 2 | −1) festgelegt
sind (Maße in m).

1) Berechnen Sie den Winkel zwischen den beiden Roboterarmen.

2.9
In der nebenstehenden Abbildung ist ein Betonsockel modellhaft dargestellt. Bei der
Darstellung des Modells in einem Koordinatensystem werden folgende Punkte verwendet:

B = (12 | 6 | 2), C = (2 | 26 | 2), D = (−10 | 20 | 0),
E = (−1,5 | 5,5 | 15,5), F = (4,5 | 8,5 | 16,5), G = (−0,5 | 18,5 | 16,5)

Die Grundfläche ABCD ist rechteckig.
1) Weisen Sie nach, dass die Kante BC parallel zur Kante FG ist.
2) Zeigen Sie, dass das Viereck EFGH im Punkt F einen rechten Winkel hat.
3) Berechnen Sie denjenigen Winkel, den die Kante BF mit der Diagonalen BD einschließt.

2.10
Ein Betrieb produziert und verkauft die Produkte P1,. . . , P5. In der vorangegangenen Woche wurden xi Stück
des Produktes Pi produziert und yi Stück davon verkauft.
Das Produkt Pi wird zu einem Stückpreis vi verkauft, ki sind die Herstellungskosten pro Stück Pi.
Die Vektoren X, Y , V und K sind folgendermaßen festgelegt:

X =

 x1
x2
x3
x4
x5

, Y =

 y1
y2
y3
y4
y5

, V =

 v1
v2
v3
v4
v5

, K =

 k1
k2
k3
k4
k5


1) Interpretieren Sie, welche Bedeutung der Ausdruck Y · V für den Betrieb hat!
2) Interpretieren Sie, welche Bedeutung der Ausdruck K · X für den Betrieb hat!
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2.11

Die Entfernungen zwischen Sternen können in Lichtjahren angegeben werden.
Die nebenstehende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung des Sternbilds Großer Wagen.

a) Alkaid und Dubhe sind zwei Sterne des Sternbilds Großer Wagen. Ihre Positionen können mittels ihrer Koor-
dinaten in Lichtjahren in Bezug auf ein bestimmtes kartesisches Koordinatensystem angegeben werden. Dabei
befindet sich die Erde im Koordinatenursprung O.
Alkaid: A = (−60 | −31 | 79) Dubhe: D = (−57 | 14 | 109)

1) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren −→
OA und −−→

OD.
2) Ermitteln Sie die Entfernung der beiden Sterne voneinander.

b) In der Abbildung sind der Große Wagen und der Polarstern P in einem Koordinatensystem dargestellt.
Die Position des Polarsterns P kann nach folgender Faustregel bestimmt werden:
Der Polarstern P liegt auf der Geraden, die durch die Punkte S1 und S2 verläuft.
Der Abstand zwischen S2 und P ist das 5-Fache der Länge der Strecke S1S2.

1) Übertragen Sie die Faustregel mithilfe der Vektorrechnung in einen mathe-
matischen Ausdruck zur Berechnung von P .

Es gilt: S1 = (5,5 | 3,8) und S2 = (5,0 | 4,4)

2) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P .

2.1 a) 1)
( 6

1
−6

)
2)
(

−4
5
2

)
3)
(

−2
−6
4

)
4) 7

b) #»v × #»w =
(

−16
−6

−17

)
,
( 1

3
−2

)
·
(

−16
−6

−17

)
= 0 �,

( 5
−2
−4

)
·
(

−16
−6

−17

)
= 0 �

c) ( #»v × #»w) · #»v = · · · = 0 und ( #»v × #»w) · #»w = · · · = 0
2.2 φ = 98,19...◦

2.3 a) D = (−2 | 3 | 2) b) m = 520,3... g

2.4 Ja, für x = 4 liegen die Punkte auf einer Gerade: #   »
AB =

(
−5
5
0

)
∥
( 8

−8
0

)
= #   »

BC

2.5 A = 23,55... cm2

2.6 a) |( #»a × #»
b ) · #»c | = | #»a × #»

b | · | nor #»a × #»
b ( #»c )| = G · h = V � b) V = 4 cm3

2.7 8,20...◦

2.8 φ = 43,29...◦

2.9 1) #   »
BC = 2 · #   »

F G, also sind die beiden Kanten parallel.
2) #   »

EF · #   »
F G = 0, also hat das Viereck EF GH im Punkt F einen rechten Winkel.

3) 66,67...◦

2.10 1) Gesamteinnahmen durch den Verkauf der vorangegangenen Woche
2) gesamte Produktionskosten der vorangegangenen Woche

2.11 a) φ = 25,66...◦ Die Entfernung der beiden Sterne beträgt rund 54,2 Lichtjahre.

b) S2 + 5 ·
−−−→
S1S2 oder −−→

OS2 + 5 · S1S2 P = (2,5 | 7,4)
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3. Parameterdarstellung von Geraden

Für die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

✓ Arbeitsblatt – Parameterdarstellung von Geraden in der Ebene
✓ Arbeitsblatt – Parameterdarstellung von Geraden im Raum

In den Aufgabensammlungen Mathematik auf Augenhöhe – 9. Schulstufe und Mathematik auf Augenhöhe –
10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

MmF-Materialien

3.1

Gegeben ist die Gerade g : X = ( 8
5 ) + t · ( 14

3 ) in der Ebene.

a) Berechne die Steigung k der Gerade in Prozent.
b) Berechne den Steigungswinkel α der Gerade.
c) Ermittle die Gleichung der Gerade in der Form y = k · x + d.

3.2
Die geradlinige Schiffsroute zweier Schiffe ist in Parameterdarstellung gegeben:
Die Position des ersten Schiffs zum Zeitpunkt t ≥ 0 (in Sekunden) beträgt

X = ( 7
−10 ) + t · ( 0

1 ).

Das zweite Schiff befindet sich zum Zeitpunkt s ≥ 0 (in Sekunden) im Punkt

X = ( −9
50 ) + s · ( 1

−2 ).

Für alle Koordinatenangaben gilt: 1 Einheit entspricht 5 m.

a) Berechne die Geschwindigkeit der beiden Schiffe in m/s.
b) Berechne jenen Punkt, in dem sich die beiden Schiffsrouten kreuzen.
c) Sollten sich die Zeitpunkte, an denen die Schiffe den Schnittpunkt erreichen, um weniger als 8 Sekunden

unterscheiden, kommt es zu einer Kollision.
Begründe, ob sich die beiden Schiffe auf Kollisionskurs befinden.

3.3
Untersuche, ob die folgenden Aussagen zur Geradendarstellung richtig oder falsch sind.

richtig falsch
Die parallelen Geraden x + y = 0 und x + y = d (d > 0) haben den Abstand d. □ □

Jede zur Gerade 2 · x + 3 · y = 4 orthogonale Gerade hat die Steigung 1,5. □ □

Die Geraden y = r · x + s und x + r · y = s sind orthogonal. □ □

X = ( 0
2 ) + t · ( −1

2 ) ist eine Parameterdarstellung der Gerade 2 · x + y = 2. □ □

Die Parameterdarstellungen X = ( 0
−a )+r·( 1

−a ) und X = ( −2
a )+s·( −1

a ) beschreiben
dieselbe Gerade.

□ □

18
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3.4

Im nebenstehenden Koordinatensystem sind der Vektor #»v

sowie die Punkte A und B dargestellt.

Die Komponenten des dargestellten Vektors #»v und die
Koordinaten der beiden Punkte A und B sind ganzzahlig.

Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie den Wert des Parameters t so, dass die
Gleichung B = A + t · #»v erfüllt ist!

t =

3.5
Gegeben ist folgende Parameterdarstellung einer Geraden g:

g : X = ( 1
−5 ) + t · ( 1

7 ) mit t ∈ R

Aufgabenstellung:
Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der x-Achse an!

3.6

In der nebenstehenden Abbildung ist eine Gerade g dargestellt.

Die gekennzeichneten Punkte der Geraden g haben ganzzahlige
Koordinaten.

Aufgabenstellung:
Vervollständigen Sie folgende Parameterdarstellung der Geraden g

durch Angabe der Werte für a und b mit a, b ∈ R!

g : X = ( a
3 ) + t · ( 3

b ) mit t ∈ R

a =

b =

3.7
Gegeben sind die Parameterdarstellungen zweier Geraden

g : X = P + t · #»u h : X = Q + s · #»v

mit s, t ∈ R und #»u , #»v ̸= ( 0
0 ).

Aufgabenstellung:
Welche der nebenstehend angeführten Aussagen sind unter der Vor-
aussetzung, dass die beiden Geraden zueinander parallel, aber nicht
identisch sind, stets zutreffend?

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!
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3.8
Der geradlinige Verlauf einer ansteigenden Straße kann durch eine Gerade g mit
der Parameterdarstellung g : X = ( 2

1 ) + t · ( 5
1 ) veranschaulicht werden.

Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie den Steigungswinkel α und die Steigung p (in %) der Straße!

3.9

Gegeben ist eine Gerade g mit der Parameterdarstellung g : X = ( 2
1 ) + t · #»a mit t ∈ R.

Aufgabenstellung:
Geben Sie einen Vektor #»a ∈ R2 mit #»a ̸= ( 0

0 ) so an, dass die Gerade g parallel zur x-Achse verläuft!

3.10

Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung g : X = ( 2
6 ) + t · ( 3

−5 ) gegeben.
Aufgabenstellung:
Geben Sie mögliche Werte der Parameter a und b so an, dass die durch die Gleichung a · x + b · y = 1 gegebene
Gerade h normal zur Geraden g ist!

3.11

In der Computergrafik werden mathematische Funktionen und
Vektoren zur Modellierung eingesetzt. Die nebenstehende Grafik
zeigt eine Darstellung des Buchstabens M in einem Koordinaten-
system.

1) Stellen Sie die Gleichung der Geraden g durch die Punkte A

und B in Parameterdarstellung auf.
2) Berechnen Sie die y-Koordinate des Punktes P = (2,7 | yP ),

sodass der Vektor #    »

PF auf den Vektor #    »

CD normal steht.

3.12

Die Gerade g wird durch die Parameterdarstellung X = ( 2
3 ) + t · ( 3

−1 ) mit t ∈ R festgelegt.
Aufgabenstellung:
Die Gleichung a · x − 6 · y = b mit a, b ∈ R beschreibt dieselbe Gerade g.
Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b!
Die durch die Gleichung y = k · x + d mit k, d ∈ R beschriebene Gerade h verläuft normal zu g.
Die beiden Geraden schneiden einander im Punkt S = (8 | yS).
Ermitteln Sie die Werte der Parameter k und d.
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3.13
Der Bitterfelder Bogen ist eine Stahlkonstruktion, die aus mehreren Bögen besteht.
Ein aus Rampen bestehender Fußweg führt innerhalb der Bögen zu einer Aussichtsplattform.
Der Fußweg zur Aussichtsplattform besteht aus einzelnen Rampen (siehe strichlierte Geradenstücke in der nach-
stehenden modellhaften Abbildung).

Es gilt: A = ( −45
0 ), #    »

AB = ( 78
4,2 )

1) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes B.

Die Neigungswinkel der Rampen sind jeweils gleich groß.
Es soll eine Parameterdarstellung der Geraden g durch die Punkte B und C erstellt werden.

2) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafür vorgesehenen Kästchen ein.

3.14

Richtfunksysteme sind Funksysteme zur Übertragung von Informationen zwischen festen Standorten. Oft werden
Parabolantennen für das Empfangen und das Senden der Strahlung verwendet.
Ein Richtstrahl, der entlang der Geraden a verläuft, wird vom Punkt F1 = (−50 | −40 | 0) (Angaben in Metern)
in Richtung des Vektors

(
16
12
15

)
gesendet.

1) Stellen Sie eine Gleichung der Geraden a

in Parameterform auf.

Ein Richtstrahl, der von # »

F2 aus gesendet wird, verläuft
entlang der Geraden

b : X =
(

15
12
0

)
+ t ·

(
15,5
10
45

)
2) Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Schnitt-

punkts S, in dem die beiden Richtstrahlen auf die
Verbindungsstelle treffen.

3) Berechnen Sie denjenigen Winkel α, den die beiden
Richtstrahlen miteinander einschließen.
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3.15
Zwei Flugzeuge fliegen mit konstanter Geschwindigkeit auf geradlinigem Kurs.
Das erste Flugzeug befindet sich zum Zeitpunkt t0 = 0 s im Ursprung des gewählten Koordinatensystems, zum
Zeitpunkt t1 = 3 s ist es in P = (7 | −4 | 9).
Das zweite Flugzeug befindet sich zum Zeitpunkt t0 = 0 s in Q = (1 | 21 | −12) und zum Zeitpunkt t1 = 3 s in
R = (4 | 12 | −3).
Für alle Koordinatenangaben gilt: 1 Einheit entspricht 10 m.

a) 1) Stellen Sie die beiden Geradengleichungen auf, die die jeweiligen Positionen der Flugzeuge in Abhängigkeit
von der Zeit t beschreiben.

2) Zeigen Sie, dass sich die beiden Flugzeuge nicht auf Kollisionskurs befinden.
(Zu zeigen ist, dass sich die beiden Kurse nicht zum gleichen Zeitpunkt t schneiden.)

b) 1) Berechnen Sie, mit welcher Geschwindigkeit in km/h das erste Flugzeug fliegt.
2) Erklären Sie, was man über die Modellierung der Geschwindigkeit und der Richtung eines Flugzeugs sagen

kann, wenn der Geschwindigkeitsvektor #»v des Flugzeugs mit einer reellen Zahl k ̸= 0, |k| < 1 multipliziert
wird.

3.16

Die zwei Punkte A = (−1 | −6 | 2) und B = (5 | −3 | −3) liegen auf einer Geraden g in R3.
Aufgabenstellung:
Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Geraden g unter Verwendung der konkreten Koordinaten der Punkte A

und B an!

3.17

Gegeben sind zwei Geraden g und h in R3.
Die Gerade g verläuft durch den Punkt P = (3 | 1 | 5) und ist parallel zur y-Achse.

Aufgabenstellung:
Geben Sie eine Parameterdarstellung für g an!
Begründen Sie, warum es nicht möglich ist, die Koordinaten yQ und zQ eines Punktes Q = (1 | yQ | zQ) so zu
bestimmen, dass der Punkt Q auf der Geraden g liegt!

Die Gerade h wird durch die Parameterdarstellung X =
(

xh
1
3

)
+ s ·

(
2

yh
1

)
mit s, xh, yh ∈ R beschrieben.

Ist es möglich, Zahlenwerte für xh und yh so zu bestimmen, dass die beiden Geraden g und h zueinander normal
sind und einander im Punkt P schneiden?
Wenn nein, begründen Sie mithilfe von Rechnungen, warum dies nicht möglich ist!
Wenn ja, geben Sie die entsprechenden Werte von xh und yh an!

3.18

Gegeben sind zwei Geraden g und h in R3.
Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung X =

(
3

−4
−7

)
+ t ·

(
1

−1
−2

)
mit t ∈ R festgelegt.

Die Gerade h verläuft durch die Punkte A = (0 | 8 | 0) und B = (−2 | 28 | 6).

Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Geraden!
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3.19

Gegeben sind drei Vektoren: #»a =
(

1
−2
3

)
, #»

b =
( 2

1
bz

)
, #»c =

(
−3
cy
5

)
Aufgabenstellung:
Bestimmen Sie die Komponenten bz und cy so, dass die Vektoren #»

b und #»c jeweils auf #»a normal stehen!
Zeigen Sie, dass für die von Ihnen ermittelten Komponenten auch #»

b und #»c aufeinander normal stehen!

Geben Sie jeweils eine Parameterdarstellung für die Geraden g, h und i so an, dass die nachstehend angeführten
Bedingungen erfüllt sind!
I: Die Gerade g hat den Vektor #»a als Richtungsvektor und verläuft durch den Ursprung.
II: Die Gerade h hat den Vektor #»

b als Richtungsvektor und schneidet die Gerade g in genau einem Punkt.
III: Die Gerade i ist parallel zur Geraden h und windschief zur Geraden g (sie hat also mit g keinen Schnittpunkt).
Weisen Sie nach, dass i zu g windschief ist!

3.20
Ein Flugzeug steuert beim Landeanflug den Punkt P = (13 200 | 23 100 | 0) an.
Die Flugbahn des Flugzeugs wird näherungsweise durch die Gerade g mit dem
Parameter λ beschrieben. (Alle Angaben in Metern.)

g : X =
(

0
0

1500

)
+ λ · #»

b

Die nebenstehende Abbildung zeigt schematisch den Verlauf dieses Landeanflugs.

1) Berechnen Sie einen Richtungsvektor #»

b .
2) Berechnen Sie den spitzen Winkel γ.
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3.1 a) 21,42... % b) 12,09...◦ c) y = 3
14 · x + 23

7

3.2 a) v1 = 5 m/s, v2 = 11,18... m/s
b) S = (7 | 18)
c) Das erste Schiff befindet sich nach 28 Sekunden bei S, das zweite Schiff nach 16 Sekunden. Da sich die Zeitpunkte um 12 Sekunden

unterscheiden, befinden sich die Schiffe nicht auf Kollisionskurs.
3.3 Falsch: Die senkrechte Entfernung ist d, aber der Normalabstand ist kleiner als d.

Richtig:
(

2
3

)
ist ein Normalvektor der Gerade 2 · x + 3 · y = 4 und damit ein Richtungsvektor jeder orthogonalen Gerade.

Richtig: Die Normalvektoren
(

−r
1

)
bzw.

(
1
r

)
der Geraden sind orthogonal, also auch die Geraden selbst.

Richtig: Beide Geraden haben Steigung −2 und verlaufen durch (0 | 2).
Richtig: Beide Geraden haben

(
1

−a

)
als Richtungsvektor und verlaufen durch (0 | −a). (r = 0, s = −2)

3.4 t = −5
3.5 S =

(
12
7 | 0

)
3.6 a = −4, b = −2
3.7 1 nein (P und Q können nicht einmal gleich sein)

2 nein (P liegt nicht auf h, weil parallel und nicht ident)
3 ja (Q liegt nicht auf g, weil parallel und nicht ident)
4 nein (Richtungsvektoren stehen nicht normal aufeinander, sondern parallel)
5 ja (weil Geraden parallel)

3.8 α = 11,3...◦ p = 20 %

3.9 Zum Beispiel: #»a =
(

1
0

)
3.10 Zum Beispiel: a = 3, b = −5

3.11 1) g : X =
(

2
1

)
+ t ·

(
0
5

)
2) yP = 10,3

3.12 a = −2, b = −22 k = 3, d = −23

3.13 1) B = (33 | 4,2) 2) g : X =
(

33
4,2

)
+ t ·

(
−78
4,2

)
3.14 1) a : X =

(
−50
−40

0

)
+ s ·

( 16
12
15

)
2) S = (46 | 32 | 90) 3) α = 30,92...◦

3.15 a) g1 : X = t ·
( 7

−4
9

)
g2 : X =

( 1
21

−12

)
+ t ·

( 3
−9
9

)
1. Gleichung liefert t = 1

4 . 2. Gleichung liefert t = 21
5 ̸= 1

4 , also kein Kollisionskurs.
b) 144,96 km/h

Die Geschwindigkeit wird jedenfalls kleiner. Wenn 0 < k < 1, dann bleibt die Richtung (und Orientierung) gleich.
Wenn −1 < k < 0, dann fliegt das Flugzeug in die „entgegengesetzte Richtung“. (Richtungsvektor ist umgekehrt orientiert.)

3.16 Zum Beispiel: g :
(

−1
−6
2

)
+ t ·

( 6
3

−5

)
mit t ∈ R

3.17 Zum Beispiel: X =
( 3

1
5

)
+ t ·

( 0
1
0

)
mit t ∈ R

Jeder Punkt auf g hat die x-Koordinate 3 und nicht 1.
Ja: xh = −1, yh = 0 mit s = 2

3.18 S = (1 | −2 | −3)
3.19 bz = 0, cy = 6 #»

b · #»c = −6 + 6 + 0 = 0 �
Zum Beispiel: g : X =

( 0
0
0

)
+ s ·

( 1
−2
3

)
h : X =

( 0
0
0

)
+ t ·

( 2
1
0

)
i : X =

( 1
0
0

)
+ u ·

( 2
1
0

)
i und g sind nicht parallel. Sie haben keinen Schnittpunkt, weil

( 0
0
0

)
+ s ·

( 1
−2
3

)
=
( 1

0
0

)
+ u ·

( 2
1
0

)
keine Lösung hat.

(3.Komponente: s = 0, aber
( 0

0
0

)
liegt nicht auf i.)

3.20 1) Zum Beispiel: #»
b =

( 13 200
23 100
−1500

)
2) γ = 3,22...◦

24
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4. Analytische Geometrie

4.1
a) Die Zahl m liegt genau in der Mitte von 2 und 14 auf der Zahlengerade.

1) Trage die dargestellten Abstände richtig in die Kästchen rechts ein.
2) Berechne m.

2 14m

b) Rechts unten sind zwei Zahlen a und b mit a < b auf der Zahlengerade dargestellt.
Die Zahl m liegt genau in der Mitte von a und b auf der Zahlengerade.

1) Trage mithilfe von a und b einen Term für den
dargestellten Abstand in die Kästchen rechts ein.

2) Zeige damit, dass m = a + b

2 gilt.

Die Zahl m ist das sogenannte arithmetische Mittel von a und b.

a bm

4.2
a) Rechts sind zwei Punkte A und B in der Zahlenebene dargestellt.

1) Ermittle die Koordinaten von A und B.

A =
(

|
)

B =
(

|
)

2) Berechne M = 1
2 · (A + B) und zeichne diesen Punkt rechts ein.

M = 1
2 · (A + B) =

(
|

)
b) Der rechts unten dargestellte Punkt M liegt genau in der Mitte der Strecke AB.

1) Trage die richtige Zahl in das Kästchen ein.

M = A + · #    »

AB

2) Zeige damit, dass M = 1
2 · (A + B) gilt.

4.3
Für die rechts dargestellten Punkte A und B gilt: A = (1 | 4) , B = (9 | 2)
Die Streckensymmetrale mAB ist jene Gerade durch den Mittelpunkt M

der Strecke AB, die im rechten Winkel auf die Strecke AB steht.

a) Berechne M .
b) Ermittle eine Parameterdarstellung der Gerade mAB .

Aus den Kongruenzsätzen folgt: Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale mAB hat von A den gleichen Abstand wie von B.
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4.4

Die Gerade g verläuft durch den Punkt P = (4 | 1) und der Vektor #»n = ( 3
2 ) steht normal auf die Gerade.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Gerade.

Man kann eine Gleichung der Gerade auch in der Form

a · x + b · y = c (⋆)

unmittelbar ermitteln:

Ein Punkt X = (x | y) liegt nämlich genau dann auf der Gerade, wenn

die Vektoren #»n und #     »

PX einen rechten Winkel einschließen, also wenn

#»n · #     »

PX = 0

gilt. Wir formen diese Gleichung um:

#»n · #     »

PX = 0 ⇐⇒

( 3
2 ) · ( x−4

y−1 ) = 0 ⇐⇒

3 · x − 12 + 2 · y − 2 = 0 ⇐⇒

3 · x + 2 · y = 14 (⋆)

Die Koeffizienten 3 und 2 sind genau die Komponenten vom Normalvektor #»n der Gerade.
In Zukunft können wir die Geradengleichung (⋆) also schneller wie folgt ermitteln:

i) Normalvektor #»n = ( 3
2 ) =⇒ 3 · x + 2 · y = c

ii) Punkt P = (4 | 1) auf Gerade =⇒ 3 · 4 + 2 · 1 = c =⇒ c = 14
iii) Geradengleichung: 3 · x + 2 · y = 14

Die Gerade h verläuft durch den Punkt (4 | −2) und der Vektor ( −5
3 ) steht normal auf die Gerade.

b) Trage Zahlen richtig in die Kästchen ein.

h : · x + · y =

4.5
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (−1 | 2), B = (8 | −1) und C = (7 | 6) ist dargestellt.

Es gibt genau einen Punkt U in der Zahlenebene,
der von allen drei Punkten den gleichen Abstand r hat.

a) Berechne den Schnittpunkt der Streckensymmetralen mAB

und mAC . (Hinweis: Verwende die Aufgaben 4.2, 4.3 und 4.4.)

b) Begründe, warum der Schnittpunkt der gesuchte Punkt U ist.

Der Punkt U heißt Umkreismittelpunkt vom Dreieck.

c) Berechne den Umkreisradius r.
d) Zeichne U , die Streckensymmetralen und den Umkreis

mit Mittelpunkt U und Radius r ein.
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4.6
Die dargestellte Gerade g verläuft durch die Punkte (2 | 5) und (8 | 3).
Es gibt genau einen Punkt L auf dieser Gerade, der vom Punkt P = (3 | 2)
den kleinsten Abstand hat.

a) Konstruiere rechts diesen Punkt L.
b) Berechne die Koordinaten von L.
c) Berechne den Abstand von P zur Gerade g.

Die senkrechte Gerade auf g durch den Punkt P heißt Lot.
Der Punkt L heißt Lotfußpunkt.

4.7
Rechts sind zwei Vektoren #»v und #»w mit gleichem Anfangspunkt P eingezeichnet.
Gesucht ist ein Vektor mit gleichem Anfangspunkt, der den Winkel zwischen #»v und #»w halbiert.
Rechts sind auch die Einheitsvektoren #»v0 von #»v und # »w0 von #»w eingezeichnet.

a) Konstruiere rechts den Vektor #»v0 + # »w0 mit Anfangspunkt P .
b) Erkläre, warum #»v0 + # »w0 in Richtung dieser Winkelsymmetrale zeigt.

Hinweis: Welche Art von Viereck bilden die Vektoren?

c) Berechne den Vektor #»v0 + # »w0, wenn #»v = ( 7
−1 ) und #»w = ( 8

8 ) gilt.

Aus den Kongruenzsätzen folgt: Jeder Punkt auf der Winkelsymmetrale hat von beiden Schenkeln den gleichen Abstand.

4.8
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (−1 | 2), B = (8 | −1)
und C = (7 | 6) ist rechts dargestellt.

Es gibt genau einen Punkt I in der Zahlenebene,
der von allen drei Seiten den gleichen Abstand ρ hat.

a) Berechne den Schnittpunkt der Winkelsymmetralen wα und wβ .
b) Begründe, warum der Schnittpunkt der gesuchte Punkt I ist.

Der Punkt I heißt Inkreismittelpunkt vom Dreieck.

c) Berechne den Inkreisradius ρ.
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4.9
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (2 | 3), B = (17 | 1) und C = (8 | 11) ist dargestellt.

Die Schwerlinie sa verbindet den Eckpunkt A mit
dem Mittelpunkt MBC der gegenüberliegenden Seite.

a) Begründe, warum die Schwerlinie das Dreieck
in zwei gleich große Dreiecke teilt.

b) Zeichne auch die beiden anderen Schwerlinien sb und sc ein.

Man kann zeigen, dass die drei Schwerlinien eines Dreiecks
einander stets in genau einem Punkt schneiden.

Dieser Schnittpunkt S heißt Schwerpunkt des Dreiecks.

c) Berechne den Schwerpunkt S dieses Dreiecks.

4.10
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (2 | 1), B = (10 | 5)
und C = (1 | 8) ist dargestellt.

a) Zeichne die drei Höhen ha, hb und hc ein.

Man kann zeigen, dass die drei Höhen eines Dreiecks
einander stets in genau einem Punkt schneiden.

Dieser Schnittpunkt H heißt Höhenschnittpunkt des Dreiecks.

b) Berechne den Höhenschnittpunkt H dieses Dreiecks.

4.1 a) 1)
2 14

6 6

m

2) m = 8

b) 1)

a b

b− a

2

b− a

2

m

2) m = a + b−a
2 = 2·a+b−a

2 = a+b
2 �

4.2 a) 1) A = (1 | 4), B = (3 | −2) 2) M = (2 | 1)
b) 1) M = A + 1

2 · #   »
AB 2) M = A + 1

2 · #   »
AB = A + 1

2 · (B − A) = 1
2 · A + 1

2 · B = 1
2 · (A + B) �

4.3 a) M = (5 | 3) b) Zum Beispiel: X =
(

5
3

)
+ t ·

(
1
4

)
4.4 a) Zum Beispiel: X =

(
4
1

)
+ t ·

(
−2
3

)
b) Zum Beispiel: −5 · x + 3 · y = −26

4.5 a) U = (4 | 2)
b) Da U auf mAB liegt, hat er den gleichen Abstand von A wie von B.
Da U auf mAC liegt, hat er den gleichen Abstand von A wie von C.
Also hat U von allen 3 Punkten den gleichen Abstand.

c) r = 5 d)
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4.6 a) b) L = (3,8 | 4,4) c) 2,529...

4.7 a)

b) Das Viereck ist eine Raute, weil alle Seiten die Länge 1 haben. #»v0 + # »w0 halbiert als Diagonale den Winkel.

c) #»v0 + # »w0 =
(

1,697...
0,565...

)
4.8 a) I = (6 | 11)

b) Da I auf wα liegt, hat er den gleichen Abstand von AB wie von AC.
Da I auf mβ liegt, hat er den gleichen Abstand von AB wie von BC.
Also hat I von allen 3 Seiten den gleichen Abstand.

c) ρ = 5
4.9 a) Die Seiten BMBC und CMBC sind beide gleich lang. Da auch die zugehörigen Höhen gleich lang sind, haben die beiden Dreiecke

den gleichen Flächeninhalt.

b) c) S = (9 | 5)

4.10 a) b) H = (3 | 4)
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5. Kraftvektoren

Für die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

✓ Arbeitsblatt – Kraftvektoren

MmF-Materialien

5.1

Gegeben sind die Kraftvektoren # »

F1 und # »

F2.

a) Konstruiere links den Kraftvektor #  »

FR = # »

F1 + # »

F2 .
b) Konstruiere rechts den Kraftvektor # »

F1 − # »

F2 .

5.2

Zwei Kräfte # »

F1 =
(

10 N
5 N
)

und # »

F2 =
(

4 N
17 N

)
greifen im selben Punkt an.

Ermittle die resultierende Kraft #  »

FR = # »

F1 + # »

F2 und den Winkel zwischen # »

F1 und # »

F2.

5.3

Für die beiden rechts dargestellten Kräfte # »

F1 und # »

F2 gilt:

| # »

F1| = 520 N, α1 = 30◦, | # »

F2| = 345 N, α2 = 70◦,

a) Berechne die Komponenten von # »

F1 und # »

F2.
b) Veranschauliche rechts die resultierende Kraft #  »

FR = # »

F1 + # »

F2 .
c) Berechne die resultierende Kraft #  »

FR und ihren Betrag | #  »

FR|.
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5.4
Wirkt auf einen Körper entlang einer geraden Strecke der Länge s eine konstante Kraft F in Wegrichtung,
dann ist W = F · s die dabei verrichtete Arbeit (W ork). Die Einheit der Arbeit ist N · m = J (Joule).

a) Mit welcher Kraft in Wegrichtung wird über eine Distanz von 42 m eine Arbeit von 3 kJ verrichtet?

Eine Straßenbahn wird von einem Einsatzfahrzeug abgeschleppt.
Auf einem geraden Abschnitt in Richtung #»s = ( 40 m

20 m ) wirkt auf die
Straßenbahn die konstante Kraft #»

F =
(

2,5 kN
−0,5 kN

)
.

Gesucht ist die dabei verrichtete Arbeit W .

b) Begründe, warum die Formel W = #»

F · #»s stimmt.
c) Berechne die verrichtete Arbeit W .

~F

~s
nor~s(~F )

·

Straßenbahn

5.5
Du ziehst mit einem Schraubenschlüssel eine Schraubenmutter an.
Die Drehwirkung hängt dann ab von . . .

1) der ausgeübten Kraft #»

F und
2) der Länge des Vektors #»r vom Drehpunkt zum Angriffspunkt der Kraft.

Der Vektor des Drehmoments #  »

M steht normal auf #»r und #»

F .
Die Vektoren #»r , #»

F und # »

M bilden ein Rechtssystem.

Es gilt: #  »

M = #»r × #»

F

Das Drehmoment | #  »

M | ist ein Maß für die Drehwirkung der Kraft.

~M

~r

~F

a) Der Betrag der von dir ausgeübten Kraft – also | #»

F | – ist in den folgenden drei Bildern gleich groß:

Auf welche der 3 Arten würdest du intuitiv die Schraube anziehen, um die größte Drehwirkung zu erzielen?
Begründe auch mathematisch, warum das Drehmoment | # »

M | dann am größten ist, wenn φ = 90◦ ist.
b) Berechne den Betrag des Drehmoments (in N · m) für #»

F =
(

4
−3
1

)
kN und #»r =

(
6

−8
−5

)
cm .
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5.6

Sobald es spürbar bergauf geht, muss der Radfahrer in erster Linie die Hangabtriebskraft #   »

FH überwinden.

Die nebenstehende Abbildung zeigt die Zerlegung der Gewichtskraft #  »

FG

in eine Normalkomponente #   »

FN und die Hangabtriebskraft #   »

FH (Roll- und
Luftwiderstand werden nicht berücksichtigt).

1) Berechnen Sie den Steigungswinkel α für eine Steigung von 15 %.
2) Berechnen Sie für diese Steigung den Betrag der Hangabtriebskraft #   »

FH

in Newton (N), wenn Fahrer und Fahrrad zusammen eine Gewichtskraft
von 932 N haben.

5.7

Durch eine Kraft #»

F Zug = ( 260
140 ) Newton (N) wird eine Last von A nach B

und danach von B nach C gezogen (siehe nachstehende Skizze).

1) Berechnen Sie die durch die Kraft F⃗Zug an der Last verrichtete Arbeit.

5.8
Zwei Personen halten einen Gegenstand an zwei Seilen wie in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

Beide halten das Seil unter demselben Winkel zur Horizontalen, also gilt: | # »

F1| = | # »

F2|.
Für die Kraft #  »

FR gilt: | #  »

FR| = 50 N.

– Stellen Sie eine Funktionsgleichung für den Betrag des Vektors # »

F1 in Abhängigkeit vom Winkel α auf:

| # »

F1|(α) =
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5.9
Zwischen zwei Gebäuden verläuft eine Straße. Eine Ampelanlage
wird mit Seilen an beiden Gebäudemauern befestigt. Die Winkel,
die die Seile mit den Hausmauern einschließen, betragen α = 71◦

und β = 78◦. Der Betrag der Gewichtskraft G der Ampel ist:
|G| = 1500 N (siehe nebenstehende Abbildung).

1) Veranschaulichen Sie mithilfe eines Kräfteparallelogramms, wie
die Kraft #»

G auf die beiden Seile aufgeteilt werden kann.
2) Berechnen Sie die Beträge der beiden Kräfte, die auf die Seile

wirken.

5.10
Slacklinen ist eine Trendsportart, bei der man auf einem gespannten Gurtband, der sogenannten Slackline, balan-
ciert. Eine Slackline wird über einen See gespannt. Ein sportlicher Badegast versucht, über die Slackline den See
zu queren, ohne dabei ins Wasser zu fallen. Das zugehörige Kräfteparallelogramm ist nachfolgend dargestellt:

#  »

FG . . . Gewichtskraft der Person auf dem Seil
# »

F1, # »

F2 . . . Seilkräfte

1) Berechnen Sie | # »

F2| für | #  »

FG| = 588,6 Newton, α = 82◦ und β = 75◦.

5.11

Drei Kräfte # »

F1 =
(

800
200
700

)
N, # »

F2 =
(

−100
700

−400

)
N und # »

F3 greifen an einem Körper in einem Punkt an und halten

einander das Gleichgewicht, d.h.: # »

F1 + # »

F2 + # »

F3 = #»0 .

1) Berechnen Sie # »

F3.
2) Berechnen Sie den Betrag von # »

F3.
3) Ermitteln Sie denjenigen Winkel, den # »

F1 und # »

F2 einschließen.

5.12
In der US-amerikanischen Weltraumstation Skylab wurde in den 1970er-Jahren eine Rei-
he von naturwissenschaftlichen Experimenten durchgeführt. Für Experimente zur La-
gebestimmung von Raumflugkörpern im Weltraum wurde ein Gyroskop (Kreisel, siehe
Abbildung) verwendet.
Wird durch eine äußere Kraft #»

F die Drehachse des Kreisels um den Vektor #»r (vom
Drehpunkt zum Angriffspunkt der Kraft) gekippt, resultiert daraus ein Drehmoment # »

M .

1) Berechnen Sie den Betrag des Drehmoments # »

M = #»r × #»

F , wenn #»

F =
(

5,5
−2
5

)
N und #»r =

(
−4
8
0

)
m ist.

2) Zeigen Sie, dass folgender Zusammenhang nicht gilt: #»r × #»

F = #»

F × #»r .
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5.13

Der sogenannte Poynting-Vektor #»

S ist ein Vektor in R3, der bei Berechnungen mit
elektromagnetischen Wellen verwendet wird. Dabei gilt:

#»

S = k ·
(

#»

E × #»

B
)

#»

E, #»

B . . . Vektoren in R3 zur Beschreibung von elektromagnetischen Wellen
k . . . Konstante, k > 0

1) Geben Sie an, wie groß der Winkel zwischen den Vektoren #»

S und #»

B ist.
2) Kreuzen Sie denjenigen Ausdruck an, der zu #»

S = k ·
(

#»

E × #»

B
)

äquivalent ist.

5.14

Wie in der nebenstehenden nicht maßstabgetreuen Skizze dargestellt, ist im
Punkt C ein Seil unter einem Winkel von 30◦ zum Mast gespannt.
Auf der anderen Seite wirkt durch eine Stromleitung auf den Befestigungs-
punkt C eine Kraft #»

F von 1000 Newton unter einem Winkel von 11,3◦ zur
Waagrechten. Diese Kraft kann in zwei Kräfte aufgeteilt werden, eine in Seil-
richtung und eine in Mastrichtung.

1) Berechnen Sie den Betrag derjenigen Kraft, die in Seilrichtung wirkt.

5.15

Ein Wagen soll von 2 Bauarbeitern mit einer Kraft #»

F gezogen werden.
#»

F ist die Summe der Kräfte # »

F1 und # »

F2 (siehe nebenstehende Abbildung).

1) Erstellen Sie eine Formel zur Ermittlung des Betrags der Kraft # »

F1,
wenn man den Betrag der Kraft #»

F und die Winkel α und β kennt.

Beim Ziehen einer Last wird Arbeit W verrichtet. Die Formel für die Arbeit # »

W lautet: W = #»

F · #»s

Wird die Last nur von einer Person gezogen, schließt die Kraft #»

F = ( 200
100 ) N mit dem Weg #»s = ( 100

130 ) m einen
Winkel φ ein.

2) Berechnen Sie die zu verrichtende Arbeit W .
3) Berechnen Sie den Winkel φ.
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5.16

Ein Wagenheber ist ein Hilfsmittel, um ein Auto anzuheben.
Eine mögliche Bauart eines Wagenhebers ist im nebenstehenden Bild dargestellt.

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine schematische – nicht
maßstabgetreue – Darstellung dieses Wagenhebers.

1) Erstellen Sie mithilfe von u, v und α eine Formel zur
Berechnung der Höhe h.

h =

Es gilt: v = 20 cm, w = 30 cm, β = 41◦

2) Berechnen Sie den stumpfen Winkel α.

Die Gewichtskraft #  »

FG kann in die Kräfte #  »

Fw und # »

Fv zerlegt werden (siehe nachstehende Abbildung).

Es gilt (alle Angaben in Kilonewton):
#  »

FG = ( 0
−0,75 ) und #  »

Fw = ( −1,18
−0,12 )

3) Ermitteln Sie die Kraft # »

Fv.
4) Berechnen Sie den Winkel γ.

5.17
Eine Hängematte wird an zwei senkrechten Stangen befestigt.
In der nebenstehenden Abbildung ist die belastete Hängematte modell-
haft dargestellt.
Es wirkt eine Kraft #»

F mit | #»

F | = 800 Newton (N) senkrecht nach unten.
Die Kraft #»

F wird in die Komponenten # »

F1 und # »

F2 zerlegt.
Es gilt: α1 = 50◦ und α2 = 75◦

1) Veranschaulichen Sie in der obigen Abbildung die Kräftezerlegung mithilfe eines Kräfteparallelogramms.
2) Berechnen Sie | # »

F1|.
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5.1 a) b)

5.2 #  »
FR =

(
14 N
22 N

)
, φ = 50,19...◦

5.3 a) # »
F1 =

(
450,3...

260

)
N # »

F2 =
(

117,9...
324,1...

)
N b) c) #  »

FR =
(

568,3...
584,1...

)
N | #  »

FR| = 815,0... N

5.4 a) 71,4... N

b) Geometrische Interpretation des Skalarprodukts: #»
F · #»s = | nors⃗

(
#»
F
)

| · | #»s |.
Das ist genau das Produkt von Kraft in Wegrichtung und Weglänge, also die verrichtete Arbeit.

c) W = 90 kJ
5.5 a) | #»

M | = | #»r × #»
F | ist der Flächeninhalt A = | #»r | · h des aufgespannten Parallelogramms.

Die Höhe h ist maximal, wenn φ = 90◦ ist. (Parallelogramm = Rechteck)
b) 374,2... N · m

5.6 1) α = 8,53...◦ 2) FH = 138,2... N
5.7 55 400 J

5.8 | # »
F1(α)| =

25 N
sin(α)

5.9 Fα = 2848,7... N Fβ = 2753,7... N

5.10 | # »
F2| = 1491,7... N

5.11 1) # »
F3 =

(
−700
−900
−300

)
N 2) 1178,9... N 3) 104,49...◦

5.12 1) #»
M = #»r × #»

F =
( 40

20
−36

)
| #»
M | = 57,41... N · m

2) #»
F × #»r =

(
−40
−20
36

)
= − #»r × #»

F

5.13 1) 90◦ 2) − #»
S = k ·

(
#»
B × #»

E
)

5.14 1961,2... N
5.15 1) F1 = sin(β)·F

sin(180◦−α−β) 2) W = 33 000 J 3) φ = 25,86...◦

5.16 1) h =
√

u2 + v2 − 2 · u · v · cos (180◦ − α) 2) α = 100,2...◦ 3) # »
Fv =

(
1,18

−0,63

)
4) γ = 61,90...◦

5.17 1) 2) | # »
F1| = 943,3... N
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6. Komplexe Zahlen

Für die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

✓ Arbeitsblatt – Komplexe Zahlen
✓ Arbeitsblatt – Polarform

MmF-Materialien

6.1
a) In der Zahlenebene rechts sind 4 Punkte mit ganzzahligen

Koordinaten eingezeichnet. Stelle jeweils die zugehörige
komplexe Zahl in der Form a + b · i dar.

z1 =

z2 =

z3 =

z4 =

b) Stelle die folgenden komplexen Zahlen jeweils als Punkt in der
Zahlenebene rechts dar.
z5 = −4 + 3 · i

z6 = −5 − 2 · i

z7 = −4 · i

z8 = −4,2

6.2
Kreuze jeweils alle Zahlenbereiche an, in denen die Zahl enthalten ist.

N Z Q R C

42

−5

−8,2

2,5̇

−4 · i

5 + 2 · i

21
4

− 9
3√
2

−
√

16

5,014 = 5,014 014 014...

1,23456789 10 11 12 13...

6.3
Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 = 2 − 4 · i und z2 = −3 − 5 · i.
Stelle z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2 und z1

z2
in der Form a + b · i dar.
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6.4
Zu jeder komplexen Zahl a + b · i gibt es die komplex konjugierte Zahl a − b · i mit a, b ∈ R.

a) Multipliziere (3 + 2 · i) · (3 − 2 · i) aus, und vereinfache so weit wie möglich.
b) Rechne allgemein nach, dass (a + b · i) · (a − b · i) stets eine reelle Zahl ist.

6.5
Jede komplexe Zahl a + b · i kann in der Zahlenebene als Punkt (a | b)
dargestellt werden.
Jede komplexe Zahl a+b·i kann in der Zahlenebene auch als Ortsvektor ( a

b )
– also mit Anfangspunkt (0 | 0) – dargestellt werden.

Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 = −4 + 3 · i und z2 = 1 − 4 · i.

a) Stelle z1 und z2 als Ortsvektoren in der Zahlenebene dar.
b) Berechne z1 + z2 und z1 − z2.
c) Veranschauliche die Rechnungen in der Zahlenebene.

6.6
Berechne alle Lösungen der Gleichung über der Grundmenge C. Stelle die Lösungen in der Form a + b · i dar.

a) x2 + 64 = 0 b) 25 + 16 · x2 = 0 c) x2 + 4 · x + 29 = 0 d) 3 · x2 − 24 · x + 240 = 0

6.7

Der Graph der Polynomfunktion f mit f(x) = (x2 − 2 · x − 8) · (x2 − 10 · x + 34) ist dargestellt.

a) Berechne alle Nullstellen von f über der Grundmenge C.
b) Beschrifte rechts die reellen Nullstellen.
c) Multipliziere aus und ermittle die Polynomform von f :

f(x) = a · x4 + b · x3 + c · x2 + d · x + e
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6.8

Die Anzahl der reellen Lösungen der quadratischen Gleichung 4 · x2 + r · x + 9 = 0 hängt von r ∈ R ab.

a) Stelle mithilfe von r eine Formel für die Diskriminante D in der Lösungsformel x1,2 = −b±
√

D
2·a auf.

D =

b) Die Diskriminante D hängt von r ab. Skizziere rechts im
Koordinatensystem den Graphen dieser Funktion.

c) Für welche Werte r ∈ R hat die quadratische Gleichung also

i) . . . genau eine reelle Lösung?
ii) . . . zwei reelle Lösungen?

iii) . . . keine reellen Lösungen, aber zwei komplexe Lösungen?

6.9
Stelle die komplexe Zahl rechts als Zeiger in der Zahlenebene dar,
und wandle sie in Polarform um.

a) z1 = 3 + 4 · i

b) z2 = −4 + 2 · i

c) z3 = −1 − 5 · i

d) z4 = 2 − 2 · i

6.10
Stelle die komplexe Zahl in der Komponentenform a + b · i dar.

a) z1 = (3; 80◦) b) z2 = (10; 120◦) c) z3 = (4; 30◦) − (2; 310◦)

6.11
Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 = 4 + 3 · i und z2 = −8 + 15 · i .

a) Stelle das Produkt z1 · z2 in der Komponentenform dar.
b) Berechne jeweils die Polarform von z1 = (r1; φ1) , z2 = (r2; φ2) und z1 · z2 = (r3; φ3) .
c) Überprüfe, dass r3 = r1 · r2 gilt, und vergleiche φ3 mit φ1 + φ2 .

6.12
Gegeben sind die komplexen Zahlen z1 = 12 − 5 · i und z2 = −3 − 4 · i .

a) Stelle den Quotienten z1

z2
in der Komponentenform dar.

b) Berechne jeweils die Polarform von z1 = (r1; φ1) , z2 = (r2; φ2) und z1

z2
= (r3; φ3) .

c) Überprüfe, dass r3 = r1

r2
gilt, und vergleiche φ3 mit φ1 − φ2 .
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6.13
Berechne die Potenz und stelle das Ergebnis in Polar- und Komponentenform dar.

a) z = (5; 178◦)3 b) z = (2 + 3 · i)5 c) z = (3 − 4 · i)10

6.14

Gegeben ist die Gleichung z4 = 16 über der Grundmenge G = C.

a) Berechne alle Lösungen der Gleichung.
Stelle die Lösungen in Polar- und in Komponentenform dar.

b) Zeichne die Lösungen rechts in der Zahlenebene ein.

6.15

Löse die Gleichung z5 = −2 + 4 · i über der Grundmenge C.

Stelle die Lösungen in Polarform dar.

6.16

a) Stelle die komplexe Zahl 4 · e2·i in Polarform (r; φ) und in Komponentenform a + b · i dar.
b) Stelle die komplexe Zahl −4 − 2 · i in der Form r · ei·φ dar.

6.17
z = a + b · i ist eine komplexe Zahl mit a, b ∈ N und a > b > 0. Michael behauptet: „Der Realteil und der
Imaginärteil von z2 sind die Kathetenlängen eines rechtwinkeligen Dreiecks mit ganzzahligen Seitenlängen.“
Zeige, dass Michaels Behauptung stimmt.

6.18

Gesucht sind die Lösungen der Gleichung z2 = −3 + 4 · i ohne Verwendung der Polarform.

a) Erkläre, warum z = a + b · i genau dann eine Lösung der Gleichung ist, wenn der Realteil a und
der Imaginärteil b das folgende Gleichungssystem lösen:a2 − b2 = −3

2 · a · b = 4

b) Berechne die Lösungen des Gleichungssystems.

6.19
Löse die Gleichung über der Grundmenge C. Gib die Lösungen in Komponentenform an.

a) z2 = 1 b) z2 = −i c) z2 = −1 d) z2 = −3 + 4 · i e) z2 = 5 − 12 · i f) z2 = −8 + 6 · i

6.20
Der Mittelpunkt einer (analogen) Küchenuhr ist der Koordinatenursprung.
Der Zeiger zur komplexen Zahl z = −1,503 + 4,768 · i ist der Stundenzeiger.
Die Sonne scheint durch das Küchenfenster. Wie spät ist es?
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6.21

Die Funktion f mit f(x) = 2 · x3 − 20 · x2 + 58 · x hat drei Nullstellen über der Grundmenge G = C.

a) Berechne die Nullstellen von f .

Der Funktionsgraph von f ist rechts dargestellt.
Sebastian meint: „Die eine Nullstelle sehe ich. Kann man
auch die anderen beiden Nullstellen irgendwie sehen?“

Wir gehen seiner Frage nach und suchen allgemein nach komplexen Zahlen a + b · i mit f(a + b · i) = 0.

b) Multipliziere f(a + b · i) aus und vereinfache:

f(a + b · i) = 2 · (a + b · i)3 − 20 · (a + b · i)2 + 58 · (a + b · i) = · · · = R(a, b) + i · I(a, b)

Stelle mithilfe von a und b eine Formel für den Realteil R(a, b) und den Imaginärteil I(a, b) auf.

Zu jedem Punkt (a | b) in der Zahlenebene gibt also es den zugehörigen Realteil R(a, b) von f(a + b · i).
Der Graph dieser Funktion (a, b) 7→ R(a, b) ist die unten links dargestellte Fläche im 3-dimensionalen Raum.
Der Graph der Funktion (a, b) 7→ I(a, b) ist die unten rechts dargestellte Fläche im 3-dimensionalen Raum.

In der Zahlenebene ist jede komplexe Zahl a + b · i wie gewohnt dargestellt.

R(a, b) ist die z-Koordinate von jedem Punkt (a | b | R(a, b)) auf der Fläche.

Eine komplexe Zahl ist genau dann 0, wenn sowohl ihr Realteil als auch ihr Imaginärteil 0 ist:

f(a + b · i) = R(a, b) + i · I(a, b) = 0 ⇐⇒ R(a, b) = 0 und I(a, b) = 0

Unten links sind die Nullstellen von R als Kurven in der Zahlenebene dargestellt.
Unten rechts sind zusätzlich die Nullstellen von I als Kurven in der Zahlenebene dargestellt.

c) Wo findest du also im Bild oben rechts die 3 Nullstellen von f in der Zahlenebene?
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6.22
Die Mandelbrotmenge enthält alle c ∈ C, für die die Folge (zn) mit

z1 = c und zn+1 = z2
n + c, n ≥ 1

beschränkt bleibt. Eine Folge heißt beschränkt, wenn es eine Zahl M ∈ R gibt, sodass |zn| ≤ M für alle Folgenglieder gilt.

Die Zahl c = −1 ist zum Beispiel in der
Mandelbrotmenge enthalten:

z1 = −1

z2 = (−1)2 + (−1) = 0

z3 = 02 + (−1) = −1

z4 = (−1)2 + (−1) = 0

Die Zahlenfolge springt zwischen −1 und 0.
Sie ist also beschränkt. (Zum Beispiel: M = 1)

Die Zahl c = 1 ist zum Beispiel nicht in der
Mandelbrotmenge enthalten:

z1 = 1

z2 = 12 + 1 = 2

z3 = 22 + 1 = 5

z4 = 52 + 1 = 26

Die Zahlenfolge ist nicht beschränkt.
Multipliziert man eine Zahl ≥ 1 mit sich selbst und addiert 1,

dann ist das Ergebnis mindestens doppelt so groß.

Alle komplexen Zahlen in der Mandelbrotmenge sind im folgenden Bild schwarz dargestellt:

a) Begründe, warum für 0 ≤ c ≤ 0,25 alle Folgenglieder im Intervall [0; 0,5] liegen.
b) Begründe, warum für −1 ≤ c ≤ 0 alle Folgenglieder im Intervall [c; 0] liegen.
c) Begründe, warum für −2 ≤ c ≤ −1 alle Folgenglieder im Intervall [c; −c] liegen.

Es sind also alle reellen Zahlen im Intervall [−2; 0,25] in der Mandelbrotmenge enthalten.

6.23
Viele Vorgänge in der Elektrotechnik können modellhaft mithilfe von
komplexen Zahlen beschrieben werden.
Dabei wird die imaginäre Einheit mit j bezeichnet.

1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die komplexe Zahl
z1 = 2 · e−j· π

2 ein.
2) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die beiden kom-

plexen Zahlen z2 und z3 ein, die den Realteil −3 und den Betrag 5
haben.
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6.1 z1 = 4 + 2 · i z2 = 2 − 3 · i z3 = 3 z4 = 2 · i

6.2

N Z Q R C
42 � � � � �

−5 � � � �

−8,2 � � �

2,5̇ � � �

−4 · i �

5 + 2 · i �

21/4 � � �

−9/3 � � � �√
2 � �

−
√

16 � � � �

5,014 = 5,014 014 014... � � �

1,23456789 10 11 12 13... � �

6.3 z1 + z2 = −1 − 9 · i z1 − z2 = 5 + i z1 · z2 = −26 + 2 · i
z1
z2

= 0,411... + 0,647 · i

6.4 a) 13 b) (a + b · i) · (a − b · i) = · · · = a2 + b2 ∈ R

6.5
z1 + z2 = −3 − 1 · i

z1 − z2 = −5 + 7 · i

6.6 a) x1 = 8 · i, x2 = −8 · i b) x1 = 5
4 · i, x2 = − 5

4 · i c) x1 = −2 + 5 · i, x2 = −2 − 5 · i

d) x1 = 4 + 8 · i, x2 = 4 − 8 · i

6.7 a) x1 = −2 x2 = 4 x3 = 5 − 3 · i x4 = 5 + 3 · i b) c) f(x) = x4 − 12 · x3 + 46 · x2 + 12 · x − 272

6.8 a) D = r2 − 144 b) c) i) r = −12 oder r = 12 ii) r > 12 oder r < −12 iii) −12 < r < 12

6.9 z1 = (5; 53,13...◦) z2 = (4,472...; 153,43...◦) z3 = (5,099...; 258,69...◦) z4 = (2,828...; 315◦)
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6.10 a) z1 = 0,520... + 2,954... · i b) z2 = −5 + 8,660... · i c) z3 = 2,178... + 3,532... · i

6.11 a) z1 · z2 = −77 + 36 · i b) z1 = (5; 36,86...◦), z2 = (17; 118,07...◦), z1 · z2 = (85; 154,94...◦)
c) 5 · 17 = 85 � φ3 und φ1 + φ2 sind gleich groß.

6.12 a) z1/z2 = −16/25 + 63/25 · i b) z1 = (13; 337,38...◦), z2 = (5; 233,13...◦), z1/z2 = (2,6; 104,25...◦)
c) 13/5 = 2,6 � φ3 und φ1 − φ2 sind gleich groß.

6.13 a) z = (125; 174◦) = −124,3... + 13,06... · i b) z = (609,33...; 281,54...◦) = 122 − 597 · i

c) z = (9 765 625; 188,69...◦) = −9 653 287 − 1 476 984 · i

6.14 z1 = (2; 0◦) = 2, z2 = (2; 90◦) = 2 · i, z3 = (2; 180◦) = −2, z4 = (2; 270◦) = −2 · i

6.15 z1 = (1,349...; 23,31...◦), z2 = (1,349...; 95,31...◦), z3 = (1,349...; 167,31...◦),
z4 = (1,349...; 239,31...◦), z5 = (1,349...; 311,31...◦)

6.16 a) Polarform: (4; 2 rad) = (4; 114,5...◦) Komponentenform: −1,664... + 3,637... · i b) 4,472... · ei·3,605...

6.17 Möglichkeit 1: z2 = (a + b · i)2 ausmultiplizieren ; pythagoräisches Tripel: (a2 − b2, 2 · a · b, a2 + b2)
Möglichkeit 2: z2 = (r2, 2 · φ) ; pythagoräisches Tripel: (r2 · cos(2 · φ), r2 · sin(2 · φ), r4) (sin2(,) + cos2(,) = 1)

6.18 a) z2 = (a + b · i)2 = a2 + 2 · a · b · i + b2 · i2 = a2 − b2 + (2 · a · b) · i.
z2 = −3 + 4 · i stimmt also genau dann, wenn a2 − b2 = −3 und 2 · a · b = 4 gelten.

b) z1 = 1 + 2 · i, z2 = −1 − 2 · i

6.19 a) z1 = 1, z2 = −1 b) z1 = − 1√
2

+ 1√
2

· i, z2 = 1√
2

− 1√
2

· i c) z1 = i, z2 = −i

d) z1 = 1 + 2 · i, z2 = −1 − 2 · i e) z1 = 3 − 2 · i, z2 = −3 + 2 · i f) z1 = 1 + 3 · i, z2 = −1 − 3 · i

6.20 11:25 Uhr
6.21 a) x1 = 0, x2 = 5 + 2 · i, x3 = 5 − 2 · i

b) R(a, b) = 2 · a3 − 6 · a · b2 − 20 · a2 + 20 · b2 + 58 · a I(a, b) = 6 · a2 · b − 2 · b3 − 40 · a · b + 58 · b

c) Die Lösungen sind die Schnittpunkte der Kurven.
6.22 a) z1 = c ∈ [0; 0,5], zn+1 = z2

n + c ≥ 0 + 0 = 0, zn+1 = z2
n + c ≤ 0,25 + 0,25 = 0,5 =⇒ zn+1 ∈ [0; 0,5]

b) z1 = c ∈ [c; 0], zn+1 = z2
n + c ≥ 0 + c = c, zn+1 = z2

n + c ≤ c2 + c = c︸︷︷︸
≤0

· (c + 1)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0 =⇒ zn+1 ∈ [c; 0]

c) z1 = c ∈ [c; −c], zn+1 = z2
n + c ≥ 0 + c = c, zn+1 = z2

n + c ≤ c2 + c ≤ −c, weil c2 + 2 · c = c︸︷︷︸
≤0

· (c + 2)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0 =⇒ zn+1 ∈ [c; −c]

6.23 1) 2)
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