PROJEKT MMF AS — VEKTORRECHNUNG UND KOMPLEXE ZAHLEN

AUFGABENSAMMLUNG — VEKTORRECHNUNG UND KOMPLEXE ZAHLEN

INHALTSVERZEICHNIS
1. Vektorrechnung in der Ebene 2
2. Vektorrechnung im Raum 15
3. Parameterdarstellung von Geraden 18
4. Analytische Geometrie 25
5. Kraftvektoren 30
6. Komplexe Zahlen 37

Unterrichtsmaterialien — Vektorrechnung und Komplexe Zahlen %’_Mmr
g

Zur Bearbeitung der Aufgabensammlung empfehlen wir die dazugehorigen Materialien in dieser Reihenfolge:

v’ Arbeitsblatt — Vektorrechnung in der Ebene I

Arbeitsblatt — Vektorrechnung in der Ebene I1

Arbeitsblatt — Vektorrechnung im Raum

Arbeitsblatt — Parameterdarstellung von Geraden in der Ebene
Arbeitsblatt — Parameterdarstellung von Geraden im Raum
Arbeitsblatt — Kraftvektoren

Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen

AN N R NEENEEN

Arbeitsblatt — Polarform

%

\_

Wie darf ich die Aufgaben verwenden?
C 2 MmE

Das MmF-Team entwickelt eigene Aufgabenstellungen. Sie sind mit dem Projektlogo MImMF gekennzeichnet.
Diese Aufgaben werden unter einer Creative Commons BY-NC-ND 4.0 Lizenz bereitgestellt.

Das bedeutet: @

¢ Die Aufgaben stehen kostenfrei zur Verfiigung.

o Es diirfen auch nur einzelne Aufgaben aus der Aufgabensammlung fiir nicht-kommerzielle Zwecke (Lehre,
Ubungen, Priifungen, etc.) kopiert werden. In diesem Fall muss der Ursprung der Aufgabe aber z.B. anhand

des MmF-Logos erkennbar sein.

Alle anderen Aufgaben stammen aus den SR(D)P-Aufgabenpools der AHS bzw. BHS.

um

Bei diesen Aufgaben ist das BMBWEF-Logo

" mit der entsprechenden Aufgabe verlinkt.
Am Ende jedes Abschnitts befinden sich die Ergebnisse der Aufgaben.

Wir freuen uns iiber Feedback zu den Unterrichtsmaterialien und Aufgaben an mmf@univie.ac.at.
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1. VEKTORRECHNUNG IN DER EBENE

=
MmF-Materialien '%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Vektorrechnung in der Ebene I
v Arbeitsblatt — Vektorrechnung in der Ebene 11

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 9. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

S | & MmPF

Gegeben ist der Vektor @ = ( 4,).

a) Der Vektor b = (5% ) ist parallel zu @. Um wieviel Prozent ist b linger als @ ?

b) Welche der folgenden Vektoren sind parallel zu @ ?

Ermittle bei parallelen Vektoren jenen Skalar k mit b=k .

D5 2)(35) 3)(%H) 9(G) 5) () 6) (%) 7)(5:) 8) (5)

c) Berechne die unbekannte Komponente so, dass der Vektor parallel zu @ ist.
() 2)(1) 3) () 49 (5) 5 () 6)(7)

S . a MmF

Ein Quadrat hat die Eckpunkte A = (—1|1), B= (4| —2), C und D. y in cm

a) Beschrifte die Eckpunkte dieses Quadrats im Bild rechts
alphabetisch gegen den Uhrzeigersinn.

b) Berechne die Koordinaten der Eckpunkte C' und D. <
c) Berechne den Flicheninhalt des Quadrats. o 2 in cm
d) Berechne den Mittelpunkt M des Quadrats. \/
~usEr MmF
Die Strecke AB hat die Endpunkte A = (—10|5) und B = (6 | —3).
Berechne jenen Teilungspunkt 7" auf der Strecke, der diese im Verhéltnis 3 : 5 teilt. |AT|: |TB|=3:5
o 7 a MmF
Das Viereck ABCD hat die Eckpunkte A = (0]0), B = (75| —10), b0
C=(14]0) und D= (5]12).
a) Untersuche, ob das Viereck ein Trapez ist. W c x
AL———F—p—»
b) Untersuche, ob das Viereck ein Parallelogramm ist.
¢) Untersuche, ob der Eckpunkt B auf der eingezeichneten Winkelsymmetralen w liegt.
B
- - MmF

1.5

Berechne den von ¥ = (5) und @ = (3') eingeschlossenen Winkel.
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S . & MmF
Von einem Parallelogramm sind die Eckpunkte A = (2]3), B=(-1]|-1) S|y
4
und C = (]. | —4) gegeben. Die Eckpunkte sind gegen den Uhrzeigersinn alphabetisch sortiert. 3
a) Ermittle die Koordinaten des vierten Eckpunkts D rechnerisch und grafisch. 2
b) Berechne den Innnenwinkel ¢ beim Eckpunkt A. ! x
c) Berechne den Flicheninhalt F des Parallelogramms mit der il e P O O O
trigonometrischen Flichenformel: (Koordinaten in cm) -2
L, -3
F = |AB| - |AD| -sin(y) .
S . B MmF
Zeichne jeweils einen Winkel mit Gréfie o, 8 und ~y rechts ein.
AB-AC
a) = arccos —_—— O
|AB| - |AC|
—s — A
CA-BC
b) B = arccos (_,_,>
|CA| - |BC| B
AB-CB
c) v =arccos | ———=
|AB| - |CB|
~wEEr MmF
Der dargestellte FuBBpunkt F' = (f1 | f2) soll berechnet werden. fy B
a) Die Punkte A, B und P haben ganzzahlige Koordinaten. 101‘ F
Lies ihre Koordinaten ab.
b) AB steht normal auf PE.
Stelle daraus eine Gleichung fiir f; und f, auf. h A
c) Der Punkt F' liegt auf der Strecke AB.
Stelle daraus eine Gleichung fiir f; und f; auf. / X
O—
d) Lose das Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Variablen. P 10
V19 MmF

Die Punkte A und B liegen auf einer quadratischen Parabel. Wir fiihren die folgende Konstruktion durch:
Ay

T i) Die Tangenten in A bzw. B schneiden einander in einem Punkt 7'
R

ii) Wahle eine beliebige Zahl v mit 0 < u < 1.
A P S iii) R teilt die Strecke AT im Verhéltnis u : (1 — u).

B iv) S teilt die Strecke T'B im Verhéltnis u : (1 — ).

Dann kann man folgende Eigenschaft zeigen: Die Strecke R.S beriihrt die Parabel in einem Punkt P.
Weiters teilt dieser Punkt P die Strecke RS ebenfalls im Verhéltnis u : (1 — u).
Im dargestellten Beispiel gilt A =(0]2), B=(6|0) und T = (3 |5).

Stelle eine Formel fiir den Punkt P in Abhéngigkeit vom Parameter u auf.
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110 MmF
A = (a1 | az) ist ein Punkt in der Zahlenebene und ¢ € R ist eine Zahl (Skalar).
Gerhard rechnet: t- A= (t-a1|t-as) ,Skalar mal Punkt = Punkt*
Wir deuten diese Rechnung geometrisch:
a) Ermittle die Koordinaten von A aus dem Bild rechts: “Y A
3 .
2
1
T
1o 1 2 3 4 5 6
-1
c) O =(0]0) ist der Koordinatenursprung.
Zeichne die Ortsvektoren OA und OD rechts ein.
Wir deuten die Rechnung t- A= (t-ay |t-az) = D als die Multiplikation eines Ortsvektors mit einem Skalar:
t-OA = (t01) = 0D
S 'Rt & MmF
A= (a1 |az) und B = (b | by) sind zwei Punkte in der Zahlenebene.
Gerhard rechnet: A+ B = (a1 + a2 | by + b2) ,Punkt plus Punkt = Punkt* y
Wir deuten diese Rechnung geometrisch: !
6
a) Ermittle die Koordinaten von A und B aus dem Bild rechts: B
. 5
a=(CI) m=(C) 4
3
b) Berechne S = A+ B und zeichne diesen Punkt rechts ein.
2
S:A+B:<§ 1 ) 1 A
777777777777777 x
c) O =(0]0) ist der Koordinatenursprung. 2 10 12 3 4 5
Zeichne die Ortsvektoren O—A), OB und OS rechts ein. -
Wir deuten die Rechnung A 4+ B = (a1 + az | by + be) = S als Addition von Ortsvektoren:
—
OA+0B = (21)+ (1) = (k) =08
- MmF

1.12
Eine Raute ABCD hat den Diagonalenschnittpunkt M.

Begriinde, warum die folgenden Gleichungen gelten.
a) 2. C-AC=2-M

b) A+ B+C+D=4-M

¢c) A-B+C-D=D-C+B-4A

d) AC-AC+BD-BD=4-CB-CB

e) (AB + BC)- (BC +CD) =0
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Die weifle Kugel und die schwarze Kugel haben beide den Durchmesser d = 57,2 mm und liegen jeweils auf einem
Gitterpunkt. (A ist der Mittelpunkt der weilen Kugel. B ist der Mittelpunkt der schwarzen Kugel.)
Die weifle Kugel soll so gegen die schwarze Kugel gespielt werden, dass die schwarze Kugel in einem Loch landet.

Wenn die schwarze Kugel zum Gitterpunkt C' oder D rollt, fillt sie dort ins Loch.

a) Lukas spielt die weile Kugel in Richtung der Mitte der schwarzen Kugel.

b)

113 % MmF
Im Bild unten ist ein Billard-Tisch dargestellt. Das quadratische Raster hat die Seitenlénge 1dm.

1) Berechne die Vektoren AB und BC.

2) Begriinde mithilfe dieser Vektoren, warum die schwarze Kugel nicht direkt zum Punkt C rollt.
Die weifle Kugel rollt bis zum Aufprall mit der konstanten Geschwindigkeit v = 1,42m/s.
3) Berechne wie viele Millisekunden die weifle Kugel rollt, bis sie auf die schwarze Kugel trifft.

Sarah spielt die weile Kugel so, dass die schwarze Kugel danach direkt zum Punkt C rollt.

Leon spielt die weile Kugel so, dass die schwarze Kugel zuerst die obere Bande trifft und danach direkt zum
Punkt D rollt. Die obere Bande verlauft entlang einer Gitterlinie.

Aufprallwinkel und Abprallwinkel der schwarzen Kugel sind gleich gro8.

1) Berechne einen Vektor, in dessen Richtung die schwarze Kugel bis zum Aufprall an der Bande rollt.

2) Begriinde, ob die Kugel links oder rechts vom mittleren oberen Loch von der Bande abprallt.

Die weifle Kugel wird in dieser Aufgabe immer mittig (ohne Drall) angespielt.

C

)

::’>‘\J

Rechts ist die Position der beiden Kugeln beim Aufprall dargestellt.
P ist der Mittelpunkt der weiflen Kugel.

1) Berechne den Winkel a.

2) Berechne den Vektor PB.

3) Berechne den Vektor ﬁ, in dessen Richtung

Sarah die weifle Kugel spielt. Hinweis: AP + PB = AB

Hinweis: Ahnliche Dreiecke
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Fiir jeden Vektor @ = (1) gilt: @ - @ = |@|?

a) Uberpriife diese Gleichung fiir den Vektor @ = ( %;).
b) Rechne allgemein nach, dass diese Gleichung stimmt.

c) Begriinde diese Gleichung mithilfe der geometrischen Interpretation des Skalarprodukts.

115 ¢ MmF
Zwei Vektoren ¥ und %@ sind im Raster rechts eingezeichnet.

a) Ermittle die Komponenten der Vektoren ¥ und .

Der Vektor norg (W) entsteht durch Normalprojektion von @ auf ¥.

b) Zeichne den Vektor nory (W) ein, und berechne seine Linge.

c¢) Berechne den Vektor norg ().

A~ 116 <7z MmF

Fiir den Fldacheninhalt A eines Parallelogramms mit Seitenldnge a und zugehoriger Hohe h gilt: A=a - h

—

Die Vektoren ¢ = (3) und @ = (4} ) spannen ein Parallelogramm auf.
Die beiden Vektoren schlieflen dabei den Winkel ¢ ein.

a) Begriinde, warum fiir den Flicheninhalt des Parallelogramms gilt:

A= [V]- [i] - sin(p)

b) Fiir den Flicheninhalt gilt auch: A = |vy - wg — vg - w1

Leite diese Formel her. Hinweis: Verwende die geometrische Interpretation von ¥ - @ und den Satz von Pythagoras.

. J

= - = Bund isterium
1 17 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschun:

Fiir eine genauere Analyse eines Boule-Spiels wird mithilfe einer Drohne ein Luftbild aufgenommen.

yincm A= (2]10)... Auflagepunkt der ersten Kugel
B = (17]6) ... Auflagepunkt der zweiten Kugel
oA Z =(4]1)... Auflagepunkt der Zielkugel

1) Berechnen Sie die Lénge der Strecke BZ.

Wihrend des Spiels bewegt sich die erste Kugel entlang
(}) inom der Strecke AB 3cm in Richtung B.

o} 2) Berechnen Sie die Koordinaten der neuen Position des

Auflagepunkts der ersten Kugel.



https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Geometrie_in_der_Ebene.pdf
https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/725/Boule (PT1_2019).pdf

PROJEKT MMF

AS — VEKTORRECHNUNG UND KOMPLEXE ZAHLEN

-

1.18

strafle errichtet werden (siehe nebenstehendes Koordinatensystem).

1) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors CD.

2) Berechnen Sie den Betrag des Vektors @

\

Zwischen zwei Punkten C und D soll eine geradlinige Verbindungs-
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1) Lesen Sie die Koordinaten des Vektors ¢ ab.

dem Vektor d = ( o's) angefahren wird.
3) Berechnen Sie das Skalarprodukt ¢ - d.

4) Interpretieren Sie dieses Skalarprodukt geometrisch.

FEin Segelboot startet im Punkt R und fahrt geradlinig zum Punkt C.

Dort findet eine Kursénderung statt, um den Punkt D zu erreichen.

2) Zeichnen Sie den Punkt D ein, der ausgehend vom Punkt C' mit

di ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

' 1.20

Die ebene Laufstrecke eines Silvesterlaufs startet bei A und fithrt
in geradlinigen Streckenabschnitten iiber die Kontrollpunkte B, C'
und D zum Ziel E.

Die Koordinaten dieser Punkte (in km) in einem rechtwinkeligen
Koordinatensystem sind angegeben:

Ausgangspunkt A = (=11 1)

1. Kontrollpunkt B = (1| 3)

2. Kontrollpunkt C' = (2| —2)

3. Kontrollpunkt D = (1| —2)

Zielpunkt £ = (1]1)

1) Veranschaulichen Sie diese Laufstrecke im Koordinatensystem.

2) Erkldren Sie, warum fiir das folgende Skalarprodukt gilt:
CD - DE =0

3) Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors B?
4) Berechnen Sie die Streckenlinge BC.

yinkm

210
und Forschung

-

3

2

A

14

24

-3

44
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Brieftauben werden bei Wettkdmpfen an einen Ort gebracht, von dem sie selbststéndig wieder zuriick nach Hause

fliegen. Bei der vorliegenden Aufgabe wird angenommen, dass Brieftauben stets den kiirzesten Weg nach Hause

suchen.

Die nachstehende Grafik zeigt einige Stddte in Oberosterreich, in denen es Taubenziichter/innen gibt, in einem

Koordinatensystem. Dabei entspricht eine Léngeneinheit im Koordinatensystem einer Entfernung von 10 Kilome-

tern.

a) Eine Taube wird in Freistadt losgelassen und fliegt auf direktem Weg nach Steyr.

— Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Vektors (Pfeil von Anfangspunkt zu Endpunkt des Fluges), der

die Flugstrecke der Taube beschreibt.

b) Eine Brieftaube fliegt von Ried i. I. in ihre Heimatstadt. Dieser Flug wird durch den Vektor ¥ = (§) beschrie-

ben.

— Lesen Sie die Heimatstadt dieser Brieftaube ab.

—
v.

— Berechnen Sie den Betrag des Vektors

c¢) Eine Taube startet in Linz. Sie fliegt eine Strecke von 67,08 km Lénge in Richtung des Vektors ( =3).

— Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Vektors, den die Taube von Linz bis zu ihrem Ziel entlangfliegt.

Geben Sie die Koordinaten dabei in den Léngeneinheiten des obigen Koordinatensystems an.
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( - d inisterium
1 22 Bildung, Wissenschaft )
1 un orschun

Ammoniten sind eine ausgestorbene Gruppe von im Meer lebenden Kopffiiflern.

Eine Néherung der Querschnittsfliche eines Gehauses ist in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

1) Zeigen Sie, dass a3 = Va2 + 3 ist.

Jemand mochte auf seinem Computerbildschirm das Gehéuse eines Ammoniten als

Bildschirmschoner programmieren. Er konstruiert dazu ein Dreieck mit den Eck-
punkten A = (0| 0), B = (5|0) und C = (5| 4). Dieses Dreieck soll in Richtung

des Vektors () um 7 Einheiten verschoben werden.

2) Berechnen Sie die Koordinaten A’, B’ und C’ des Dreiecks nach der Verschie-
bung.

- - d ium
- 1 23 Bildung, Wissenschaft )
. un

d Forschung
Eine Vektorgrafik besteht im Gegensatz zur Pixelgrafik nicht aus einzelnen Bildpunkten (Pixeln), sondern wird

durch geometrische Primitive (Linie, Kreis, Polygone, Splines, ...) definiert.

a) Rechtecke konnen in einer Vektorgrafik durch Angabe der Eckpunkte als geschlossene Streckenziige definiert
werden. Es gibt zwei Rechtecke ABC' D mit:

e A= (50| —100) und B = (250 | —250) sind zwei benachbarte Eckpunkte.
e Die Seite BC ist halb so lang wie die Seite AB.

1) Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts C' fiir eines dieser Rechtecke.

b) Ein Vorteil von Vektorgrafiken ist, dass geometrische Transformationen sehr einfach und ohne Qualitétsverlust

durchgefiihrt werden kénnen.

ol X Das in der nebenstehenden Grafik dargestellte Rechteck
o %0 T 10200 20 S0 E1FG1H, entstand aus dem Rechteck EFGH durch Dre-
507 hung um den Eckpunkt E = (100 | —150) gegen den Uhrzei-
,/"f" gersinn.
~1001 il N
< Y 1) Zeigen Sie rechnerisch unter Verwendung der Punkte E =
~150] R Y e (100 | —150), H = (250 | —150) und H, = (230 | —75),
N ’/’/ dass der Drehwinkel gerundet 30 ° betragt.
—2004 X ’/,’
\\\F‘ » -
—2501 -
F G
-3001
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Das Haus vom Nikolaus ist ein Zeichenratsel fir Kinder.

Ziel ist es, ein ,Haus“, das aus einem Quadrat, seinen

(o)

Qy

Diagonalen und einem aufgesetzten Dreieck besteht, ohne \

Absetzen nachzuzeichnen. In den nebenstehenden Abbil-

[\
ol

dungen ist eine Losung durch das Zeichnen der Vektoren

von @ (beginnend links unten) bis s (endet rechts unten)

(O

>

dargestellt.

1) Kreuzen Sie die nicht zutreffende Aussage rechts an. [1 aus 5]

2) Vervollstiandigen Sie den nachstehenden Ausdruck zur Berech-
nung der Linge von ¢ durch Eintragen der richtigen Zahl.

@

la

3) Begriinden Sie, warum die nachstehende Gleichung gilt.

- 7 - -
a-b=¢-¢

O g|o|d

a

1.25

Lilli verwendet eine App zur Planung ihrer Routen beim Klettern auf
einer Kletterwand. In der nebenstehenden Abbildung ist die Kletterwand
mit Griffen und Tritten in einem Koordinatensystem dargestellt.

x,y ... Koordinaten in Lingeneinheiten (LE)

Lilli plant eine Route fiir einen Aufstieg. Sie startet im Punkt P,

danach fiihrt die Route iiber die Punkte @ und R zum Punkt S.

Es gilt: PQ = (1(,)8)7 QR = (1%2)’ RS = (71,55)

1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung diese Route als Abfolge
von Vektoren ein.

2) Berechnen Sie den Betrag des Vektors @

3) Ermitteln Sie den Vektor PS.

yin LE

desministerium
Bildung, Wissenschaft
und Forschung

xin LE

10
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iz T " )
Der Kroisbach und der Leonhardbach sind Béche in Graz, die nach yinm
ihrem Zusammenfluss den Grazbach bilden. In der nebenstehenden 20
Abbildung ist der Bereich des Zusammenflusses in einem Vermes-
sungsplan modellhaft dargestellt. Im Koordinatenursprung O flie- 15 /K
Ben die beiden Bache zusammen.
Der Kroisbach flie3t vom Punkt P zum Punkt K. 104— i Y 4
Es gilt: PK = (23) .
1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung den 2]
Punkt P ein. :
I xinm
2) Berechnen Sie denjenigen spitzen Winkel, den die of =~ 5 10 7 o—s 25
Vektoren £ und k miteinander einschliefen. ‘ 2
et T T S

Beim Dressurreiten miissen vorgeschriebene Ubungen auf dem rechteckigen Dressurplatz absolviert werden.
Bei der Ubung In der Ecke kehrt muss, ausgehend vom Punkt B, die strichliert dargestellte Figur geritten werden.
(Siehe nachstehende Abbildung in der Ansicht von oben.)

Am Beginn der Figur bewegt sich das Pferd geradlinig in Richtung des Vektors 3, am Ende der Figur geradlinig
in Richtung des Vektors d.

1) Stellen Sie mithilfe der Vektoren @ und b eine Formel zur Berechnung des Winkels o auf.

o =

Bei der Ubung Durch die ganze Bahn wechseln wird vom Punkt H zum Punkt F geritten. Die Strecke UT wird
durch die strichliert eingezeichneten Markierungen in 10 gleich grofie Teile geteilt. (Siehe nachstehende Abbildung
in der Ansicht von oben.

u

F w

2) Stellen Sie mithilfe der Vektoren TU und WT eine Formel zur Berechnung des Vektors HEF auf.

R

HF =

11
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1.28

Im Rahmen eines Projekts zum Thema Verbreitung von Unkraut-

samen untersucht eine Gruppe von Schiilerinnen das Fallverhalten

TyinuN

von Distelsamen. Beim Herabfallen wirken auf einen Distelsamen zu
einem bestimmten Zeitpunkt die drei Kréafte F—’C;, F—W> und I*Tg Die
nebenstehende Abbildung veranschaulicht diese drei Kréfte in einem

Koordinatensystem.

;‘I v

Xin uN

1) Geben Sie die Koordinaten von Fy, an.

’F—‘l/):

T — T 1
6 5 -4 -3 2 -1 |0

My,

5 6

j

Fir die resultierende Kraft I*Tp; gilt:

—

Fp=Fo+Fy+Fy

-

onv

2) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die resultierende

Kraft F_'R> ausgehend vom Koordinatenursprung ein.

3) Berechnen Sie den Betrag der resultierenden Kraft FE.

-

1.29
Immer o6fter erledigen Rasenméhroboter die Méharbeiten in Gérten. In der
nebenstehenden Abbildung ist eine rechteckige Rasenfléche in einem Koordi-
natensystem dargestellt. Ein Rasenmédhroboter startet bei der Ladestation im
Punkt A. Seine Fahrt kann durch die Vektoren @, _b), 2 und d beschrieben

werden. Es gilt: @ = (7§), b= (%), ¢=(13).

1) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafiir vorgesehenen Késtchen ein.

== )

2) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafiir vorgesehenen Késtchen ein.

Punkt E fahrt.

yinm

xinm

Bei einer anderen Fahrt startet der Rasenméhroboter ebenfalls bei der Ladestation im Punkt A und fahrt entlang

des Vektors @ zum Punkt B. Im Punkt B éndert er allerdings seine Richtung so, dass er dann geradlinig zum

3) Zeigen Sie rechnerisch, dass der Rasenméhroboter seine Fahrtrichtung im Punkt B um 90° &dndert.

12
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1.1 a) 80%
b) 1) k=2 2)k=-1 3)k=1 4) nicht parallel 5)k=-0,5 6)k=15 17)k=-0,25 8) nicht parallel
c) )y=—-6 2)z=-8 3)y=1 4)z=-10 5)y=-35 6)z=-2
1.2 a)C=(7]3), D=(2]6) b)A=34cm® ¢c)M=(3]2)
1.3 T=(-4]2)
1.4 a) Ja, weil AB I DC gilt.  b) Nein, weil EH BC gilt.  ¢) Nein, weil (718) ein Richtungsvektor von w ist, aber ﬁk (718) gilt.
1.5 ¢ = 94,76...°

1.6 a) D= (4]0) b) ¢ = 70,55...° <¢) F =17cm?

1.8 F = (4,72 8,96)
1.9 P=(6-u| -8 -u?4+6-u+2)

110 a) A=(6[3) b)D=(2]1) «c)

w0

B
5 ,
)
4 Q
111 a) A=(4]1),B=(-2]5) b)S=(2]6) <) o I3
OB s
< 57 A
€T
-2 -10 1 2 3 4 5

1.12 Hinweise: a) 2- MC = AC b) A+C =M und B+D = M, weil in der Raute die Diagonalen einander halbieren c¢) B BCG = —DA
d) @ -a= |E’\2 und Pythagoras e) A_é BD = 0, well in der Raute die Diagonalen einen rechten Winkel einschliefen

1.13 a) 1) AB = (3dm) BC = (1651;) 2) Es geht sich nicht aus, weil AB und BC nicht parallel sind. 3) 182,4ms
—_—
b) 1) a=1403.° 2) PB= (g5 dn) ) AP = (34ddm)
o 1) (435dn)

2) Die erste Komponente ist mit 4,333... dm kleiner als 5dm.

Die schwarze Kugel prallt also von der oberen Bande links vom mittleren Loch ab.
114 a) (%) (%) =2+(32=2 |@| = /42 + (=3)2 =5 = |@|2 =25
2
b) E"E’:af-i-ag |3\2: f—i—ag :a%-&-ag/

c) Die Normalprojektion von @ auf @ ist der Vektor @ selbst.
-

Also gilt: @ -@ =|@)|-|norg ()| =|2|- |2 =|2)* v
1.15 a) T;’:(_Sﬁ),w:(g)

b) |norg (@)| = 2,8

©) nory (B) = ( 4%)
1.16 a) a=|7|, h=|T|-sin(p)

b) A=[T| /|B2 — | nory (@) 2 = /|72 [B2 = (|T| - [nors (B) 2 =+ = |v1 - wz — v3 - w1
1.17 1) 13,92...cm  2) (4,89... | 9,22...)
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1.18 CD = (jfgo) |CD| = 172,0... m

yinNM
n

1)?:(,12) 05 ¢

1.19 3)¢- 3 -0 Xin N

4) Die beiden Vektoren stehen normal zueinander. goBe

4 'y inkm
5
A/‘ E
1.20 1) ————%; l — X‘”T 2) @ . ﬁ = 0, weil die beiden Vektoren normal aufeinander stehen.  3) R = (é) 4) 5,09... km
o o _\c
3
4
1.21 a) FS= (:})) b) Freistadt (8 | 6), | 7| = 8,544... c) &5 (:;) ~ (:g)

1.22 a3 =+4/(a?4+1) = az =4/(a®?+2) = a3z = (a? + 3)
A = (4,2] 5,6) B = (9,2 ] 5,6) C’ = (9,219,6)
1.23 a) C=(325|-150)  oder  C = (175 | —350)
EH EH)

— — o

b) cos(a) = SHEE] = a = 29,98...
1.24 1) Die 4. Aussage von oben ist nicht zutreffend.
2) |2l=Vv2-|T]
g — —
3) Sowohl @ und b als auch € und ¢ schlieBen jeweils einen rechten Winkel ein.
. . - 7 - -
Somit gilt: @ - b =¢€¢-¢ =0

yinLE

2) |QR| =2,33...LE  3) PS = (2;2)

xin LE
—+ —
1 2P 3 4 5 6

)
1.26 1) P=(22]22) 2)439..°

1.27 1) a = arccos ( ‘%,‘E_)";") oder « = 180° — arccos (%) 2) HF = & TU — WT

1.28 1) F; = (;g) 2) Vektor von (0] 0) nach (4 | —4)  3) 5,65...

—13

1.290 1) E=(15]22) 2)d = ( *7)
3) a - iE” = —120 4+ 120 = 0, also stehen @ und FEF im rechten Winkel zueinander.
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2. VEKTORRECHNUNG IM RAUM

MmF-Materialien %_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Vektorrechnung im Raum

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

21 ¢ MmFE

3) (-2)- 7

b) Berechne das Vektorprodukt ¥ x @ und iiberpriife, dass es normal auf ¥ und auf i steht.

Gegeben sind die Vektoren U = < i) und W = ( 53)-
-0 v

a) Berechne 1) v+w 2) U und 4) T - 0.

¢) Rechne allgemein nach, dass der Vektor ¥ x @ = (—(5? oy — fﬁ?ﬁf)) tatsdchlich normal

V1 We — W1 V2

v w1

auf v = <v2> und normal auf W = (wz) steht.
v3 w3

22 © MmF
Berechne den von ¥ = (—?2) und W = (Zﬁ) eingeschlossenen Winkel.
23 MmF

Die dargestellte Pyramide hat eine quadratische Grundfliche mit den Eckpunkten
A=(-2]|-1|-1),B=38|-1|-1),C=(31]3]2) und D. (Einheiten in cm)
Die Hohe der Pyramide betréagt h = 7cm.

a) Berechne die Koordinaten des Eckpunkts D.

b) Die Pyramide besteht aus Kupfer mit der Dichte p = 8920 kg/m?3.
Berechne die Masse der Pyramide (in g).

"V 24 " MmF

Gibt es eine Zahl z so, dass die Punkte A= (x| —1]3), B=(-1|4]3) und C = (7| —4| 3) auf einer Gerade

liegen? Begriinde deine Antwort.

J

" 25 MmF

Die Vektoren @ = (—21) em und b = ( %1) cm spannen ein Parallelogramm im Raum auf.

Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms.

L
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~wEer MmPF

Drei Vektoren @, b und @ spannen das rechts dargestellte Parallelepiped auf.

a) Sein Volumen V kann bekanntlich mit ,Grundfliche mal Hohe“ (Prisma)

berechnet werden. Begriinde damit die folgende Formel fiir das Volumen:

V=|(@xb) 2

b) Berechne das Volumen fiir @ = (—?4) cm, b= (_(5)2) cm, ¢ = (g) cm.

y a = d ium
2 7 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

Die Spitze eines Roboterarms bewegt sich geradlinig vom Punkt C' = (1 | =2 | 3) zum Punkt D = (5| —3 | 2).
Dort andert sich die Bewegungsrichtung geringfiigig und die Spitze bewegt sich geradlinig zum Punkt E =
(10 -4 0).

1) Berechnen Sie den Winkel, um den die Bewegungsrichtung gedndert wurde.

28 " TR

B Bei der Fertigung von Drohnen werden Roboterarme eingesetzt.
Ein zweiteiliger Arm eines Roboters lidsst sich am Computer durch zwei Vektoren beschrei-
ben, die durch die Punkte A= (1]1]1), B=(3]4]5) und C = (52| —1) festgelegt
- sind (Mafe in m).
: 1) Berechnen Sie den Winkel zwischen den beiden Roboterarmen.

V29" T
In der nebenstehenden Abbildung ist ein Betonsockel modellhaft dargestellt. Bei der E H
Darstellung des Modells in einem Koordinatensystem werden folgende Punkte verwendet:
B=(121]6]2),C=(21]26|2), D=(-10]|20]0), D
E=(-15]55]155), F=(4,5|8,5]|16,5), G =(-0,5]18,5]| 16,5)

Die Grundfliche ABCD ist rechteckig. B c

1) Weisen Sie nach, dass die Kante BC' parallel zur Kante FG ist.
2) Zeigen Sie, dass das Viereck EFGH im Punkt F einen rechten Winkel hat.
3) Berechnen Sie denjenigen Winkel, den die Kante BF' mit der Diagonalen BD einschlief3t.

~ J
- = Bund isterium
- 2 10 Bildung, Wissenschaft )
. un

d Forschung

Ein Betrieb produziert und verkauft die Produkte Pi,..., Ps. In der vorangegangenen Woche wurden x; Stiick
des Produktes P; produziert und y; Stiick davon verkauft.

Das Produkt P; wird zu einem Stiickpreis v; verkauft, k; sind die Herstellungskosten pro Stick P;.

Die Vektoren X, Y, V und K sind folgendermaflen festgelegt:

1 Y1 U1 k1
T2 Y2 v2 ko
X=la |, Y=|w |, V=|w] K=|k&
4 Ya V4 ka
z5 Ys Vs ks

1) Interpretieren Sie, welche Bedeutung der Ausdruck Y -V fiir den Betrieb hat!
2) Interpretieren Sie, welche Bedeutung der Ausdruck K - X fiir den Betrieb hat!
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-

2.11

Die Entfernungen zwischen Sternen kénnen in Lichtjahren angegeben werden.

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung des Sternbilds Groffer Wagen.

a) Alkaid und Dubhe sind zwei Sterne des Sternbilds Grofier Wagen. Thre Positionen kénnen mittels ihrer Koor-
dinaten in Lichtjahren in Bezug auf ein bestimmtes kartesisches Koordinatensystem angegeben werden. Dabei
befindet sich die Erde im Koordinatenursprung O.

Alkaid: A= (—-60] —31]79) Dubhe: D = (=57 14 | 109)
1) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren &}1 und (713
2) Ermitteln Sie die Entfernung der beiden Sterne voneinander.

b) In der Abbildung sind der Grole Wagen und der Polarstern P in einem Koordinatensystem dargestellt.
Die Position des Polarsterns P kann nach folgender Faustregel bestimmt werden: y
Der Polarstern P liegt auf der Geraden, die durch die Punkte S; und Ss verlauft. x
Der Abstand zwischen Sy und P ist das 5-Fache der Lénge der Strecke S1.55.

1) Ubertragen Sie die Faustregel mithilfe der Vektorrechnung in einen mathe- Zs
matischen Ausdruck zur Berechnung von P. f/r/é‘ 1
Es gilt: S1 =(5,5]3,8) und Sz = (5,0 | 4,4)
X
2) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P. 0
6 —4 —2
2.1 a) 1) (36) 2) ( 5 ) 3) (—46) 4y 7
N -16 1 -6\ 5 -16)
b) T x W= _—167>, (}2)-(:167)—0/, (:i)-(_—%)fO/
c) (TxW)-¥v=---=0und (TXW) - T=---=0
2.2 ¢ =98,19...°
2.3 a) D=(-2|3|2) b)m=05203...¢g
2.4 Ja, fiir x = 4 liegen die Punkte auf einer Gerade: AB = (%5> Il (—is) =BC
2.5 A =23,55...cm?
2.6 a) |(@xb)-2|=|Txb|-|norg,7(T)=G-h=V < b)V=4cm®

2.7 8,20...°

2.8 ¢ =43,29...°

2.9 1) BC =2 FG, also sind die beiden Kanten parallel.

2) EF - FG = 0, also hat das Viereck EFGH im Punkt F einen rechten Winkel.
3) 66,67...°
2.10 1) Gesamteinnahmen durch den Verkauf der vorangegangenen Woche
2) gesamte Produktionskosten der vorangegangenen Woche
2.11 a) ¢ =25,66...° Die Entfernung der beiden Sterne betragt rund 54,2 Lichtjahre.
b) So+5-5,55 oder OS5 +5-518s P =(2,5]7,4)
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3. PARAMETERDARSTELLUNG VON GERADEN

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Parameterdarstellung von Geraden in der Ebene

v Arbeitsblatt — Parameterdarstellung von Geraden im Raum

In den Aufgabensammlungen Mathematik auf Augenhdéhe — 9.Schulstufe und Mathematik auf Augenhohe —

10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

J
31 ” MmF
Gegeben ist die Gerade g: X = (§)+¢- (4}) in der Ebene.
a) Berechne die Steigung k der Gerade in Prozent.
b) Berechne den Steigungswinkel o der Gerade.
¢) Ermittle die Gleichung der Gerade in der Form y =k -z + d.
- MmF

3.2

Die geradlinige Schiffsroute zweier Schiffe ist in Parameterdarstellung gegeben:

Die Position des ersten Schiffs zum Zeitpunkt ¢ > 0 (in Sekunden) betréigt
X = (o) +t-(9).

Das zweite Schiff befindet sich zum Zeitpunkt s > 0 (in Sekunden) im Punkt
X =(5)+s (L)

Fiir alle Koordinatenangaben gilt: 1 Einheit entspricht 5m.

a) Berechne die Geschwindigkeit der beiden Schiffe in m/s.

b) Berechne jenen Punkt, in dem sich die beiden Schiffsrouten kreuzen.

c) Sollten sich die Zeitpunkte, an denen die Schiffe den Schnittpunkt erreichen, um weniger als 8 Sekunden
unterscheiden, kommt es zu einer Kollision.

Begriinde, ob sich die beiden Schiffe auf Kollisionskurs befinden.

\ J

MmF

-

3.3

Untersuche, ob die folgenden Aussagen zur Geradendarstellung richtig oder falsch sind.

richtig | falsch
Die parallelen Geraden z+y =0 und z+y =d (d > 0) haben den Abstand d. ] g
Jede zur Gerade 2-x + 3 -y = 4 orthogonale Gerade hat die Steigung 1,5. ] g
Die Geraden y =r-x+s und =+ r-y = s sind orthogonal. O (]
X =(9)+t-(3') ist eine Parameterdarstellung der Gerade 2 -z 4y = 2. O O
Die Parameterdarstellungen X = ( 9 )+r-( 1) und X = (2)+s-(7!) beschreiben O O
dieselbe Gerade.
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1 34 " )
Im nebenstehenden Koordinatensystem sind der Vektor ¥ o’
B
sowie die Punkte A und B dargestellt. 84

Die Komponenten des dargestellten Vektors ¥ und die

Koordinaten der beiden Punkte A und B sind ganzzahlig.

Aufgabenstellung: 4 .
Bestimmen Sie den Wert des Parameters t so, dass die 8 N‘ ¢
Gleichung B = A+t - U erfiillt ist! 2]

t — -3 2 - 0 1 2 38 4 5 6 7 8 9

~ 35 ° -

Gegeben ist folgende Parameterdarstellung einer Geraden g:
g X=(2)+t-(}) mitteR

Aufgabenstellung:
Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der xz-Achse an!

. J

~ 36 -

di i ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

In der nebenstehenden Abbildung ist eine Gerade g dargestellt. 5

Die gekennzeichneten Punkte der Geraden g haben ganzzahlige

Koordinaten.

Aufgabenstellung:
Vervollstiandigen Sie folgende Parameterdarstellung der Geraden g
durch Angabe der Werte fiir ¢ und b mit a, b € R!

g:X=(%§)+t-(3) mitteR

a =
b= 51
Tsa” e
Gegeben sind die Parameterdarstellungen zweier Geraden
P=Q L]
g: X=P+t-ud hX=Q+s-U
o Peh

mit s, t € Rund @, 7 # (§). L
Aufgabenstellung: Q¢g ]
Welche der nebenstehend angefiihrten Aussagen sind unter der Vor-
aussetzung, dass die beiden Geraden zueinander parallel, aber nicht u-v=0 []
identisch sind, stets zutreffend?

.. . u=a-v furein a € R\{0} [
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!
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38 ° i
Der geradlinige Verlauf einer ansteigenden Strafle kann durch eine Gerade g mit y
der Parameterdarstellung g: X = (2)+¢- () veranschaulicht werden.
Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie den Steigungswinkel o und die Steigung p (in %) der Strafie! g
M
| X
Tse " T

Gegeben ist eine Gerade g mit der Parameterdarstellung g: X = (%) +¢- @ mit t € R.
Aufgabenstellung:

Geben Sie einen Vektor @ € R? mit @ # () so an, dass die Gerade g parallel zur z-Achse verliuft!

~ 310 ° = Sideamiterun

Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung g: X = (%) +¢- ( %) gegeben.
Aufgabenstellung;:
Geben Sie mogliche Werte der Parameter a und b so an, dass die durch die Gleichung a-x +b-y =1 gegebene

Gerade h normal zur Geraden g ist!

BEEET e
In der Computergrafik werden mathematische Funktionen und v
Vektoren zur Modellierung eingesetzt. Die nebenstehende Grafik o 8 D
zeigt eine Darstellung des Buchstabens M in einem Koordinaten- 5 .
system. a
1) Stellen Sie die Gleichung der Geraden g durch die Punkte A 81 hs <
und B in Parameterdarstellung auf. 29
A 5
2) Berechnen Sie die y-Koordinate des Punktes P = (2,7 | yp), "
sodass der Vektor PF auf den Vektor C'D normal steht. o a0 N
ptha S

Die Gerade g wird durch die Parameterdarstellung X = (%) +¢- (3 ) mit ¢ € R festgelegt.
Aufgabenstellung:

Die Gleichung a -2 — 6 -y = b mit a, b € R beschreibt dieselbe Gerade g.

Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b!

Die durch die Gleichung y = k - x + d mit k, d € R beschriebene Gerade h verlduft normal zu g.
Die beiden Geraden schneiden einander im Punkt S = (8| yg).

Ermitteln Sie die Werte der Parameter k£ und d.
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~ 313 ° -

Der Bitterfelder Bogen ist eine Stahlkonstruktion, die aus mehreren Bogen besteht.

Ein aus Rampen bestehender Fulweg fithrt innerhalb der Bogen zu einer Aussichtsplattform.

Der Fuweg zur Aussichtsplattform besteht aus einzelnen Rampen (siehe strichlierte Geradenstiicke in der nach-
stehenden modellhaften Abbildung).

yinm

xinm

35 0
Bs gilt: A = (), AB = (]3)
1) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes B.

Die Neigungswinkel der Rampen sind jeweils gleich gro8.

Es soll eine Parameterdarstellung der Geraden g durch die Punkte B und C erstellt werden.
2) Tragen Sie die fehlenden Zahlen in die dafiir vorgesehenen Késtchen ein.
ox- () ()

( - - d inisterium
3 14 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschu

Richtfunksysteme sind Funksysteme zur Ubertragung von Informationen zwischen festen Standorten. Oft werden
Parabolantennen fiir das Empfangen und das Senden der Strahlung verwendet.

Ein Richtstrahl, der entlang der Geraden a verlduft, wird vom Punkt F; = (=50 | —40 | 0) (Angaben in Metern)
in Richtung des Vektors Gg) gesendet.

1) Stellen Sie eine Gleichung der Geraden a

Verbindungs™> in Parameterform auf.
stelle

FEin Richtstrahl, der von F§ aus gesendet wird, verlauft

entlang der Geraden

b: X = (%3) it (1%”)
0 45

2) Ermitteln Sie die Koordinaten desjenigen Schnitt-
punkts S, in dem die beiden Richtstrahlen auf die
Verbindungsstelle treffen.

Antenne 2

3) Berechnen Sie denjenigen Winkel «, den die beiden

Richtstrahlen miteinander einschlieflen.
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( - - di inisterium
3 15 Bildung, Wissenschaft )
Q und Forschung

Zwei Flugzeuge fliegen mit konstanter Geschwindigkeit auf geradlinigem Kurs.

Das erste Flugzeug befindet sich zum Zeitpunkt tg = 0s im Ursprung des gewédhlten Koordinatensystems, zum

(71-419).

Das zweite Flugzeug befindet sich zum Zeitpunkt tg = 0s in Q =
=(4]12|-3).

Fiir alle Koordinatenangaben gilt: 1 Einheit entspricht 10 m.

Zeitpunkt t; = 3sist esin P =
(1]21] —12) und zum Zeitpunkt ¢t; = 3s in

a) 1)
2)

b) 1)

Stellen Sie die beiden Geradengleichungen auf, die die jeweiligen Positionen der Flugzeuge in Abhangigkeit
von der Zeit t beschreiben.

Zeigen Sie, dass sich die beiden Flugzeuge nicht auf Kollisionskurs befinden.

(Zu zeigen ist, dass sich die beiden Kurse nicht zum gleichen Zeitpunkt ¢ schneiden.)

Berechnen Sie, mit welcher Geschwindigkeit in km/h das erste Flugzeug fliegt.

2) Erkldren Sie, was man tiber die Modellierung der Geschwindigkeit und der Richtung eines Flugzeugs sagen
kann, wenn der Geschwindigkeitsvektor ¥ des Flugzeugs mit einer reellen Zahl k # 0, |k| < 1 multipliziert
wird.

Csae T T
Die zwei Punkte A= (—1]—6]2) und B = (5| —3 | —3) liegen auf einer Geraden g in R3.
Aufgabenstellung;:
Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser Geraden g unter Verwendung der konkreten Koordinaten der Punkte A
und B an!

lsar T T

Gegeben sind zwei Geraden g und h in R3.

Die Gerade g verlauft durch den Punkt P = (3| 1| 5) und ist parallel zur y-Achse.

Aufgabenstellung;:
Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir g an!
Begriinden Sie, warum es nicht moglich ist, die Koordinaten yg und zg eines Punktes Q@ = (1 | yg | zg) so zu

bestimmen, dass der Punkt @ auf der Geraden g liegt!
Die Gerade h wird durch die Parameterdarstellung X = (Ig) +5- (yjh) mit s, xp, yn € R beschrieben.

Ist es moglich, Zahlenwerte fiir x;, und yp, so zu bestimmen, dass die beiden Geraden g und h zueinander normal
sind und einander im Punkt P schneiden?
Wenn nein, begriinden Sie mithilfe von Rechnungen, warum dies nicht méglich ist!

Wenn ja, geben Sie die entsprechenden Werte von z;, und y;, an!

3.18

Gegeben sind zwei Geraden g und h in R3.
Die Gerade g ist durch eine Parameterdarstellung X = ( <:1 ) mit t € R festgelegt.

Die Gerade h verlduft durch die Punkte A = (08| 0) und B=(-2]28

Aufgabenstellung:

Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Geraden!
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a a = desministerium
Bildung, Wissenschaft )

3.19 m‘mur”o?sc;‘::;”
. . = 1 - 2\ - -3
Gegeben sind drei Vektoren: @ = (—2), b = ( 1 ), ¢ = ( : )
Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie die Komponenten b, und ¢, so, dass die Vektoren b und @ jeweils auf @ normal stehen!

Zeigen Sie, dass fiir die von Thnen ermittelten Komponenten auch b und € aufeinander normal stehen!

Geben Sie jeweils eine Parameterdarstellung fiir die Geraden g, h und i so an, dass die nachstehend angefiihrten
Bedingungen erfiillt sind!

I: Die Gerade g hat den Vektor @ als Richtungsvektor und verlduft durch den Ursprung.

II: Die Gerade h hat den Vektor b als Richtungsvektor und schneidet die Gerade g in genau einem Punkt.

III: Die Gerade i ist parallel zur Geraden h und windschief zur Geraden g (sie hat also mit g keinen Schnittpunkt).

Weisen Sie nach, dass i zu g windschief ist!

A - ini: ium
' 3.20
1 und Forschung

Ein Flugzeug steuert beim Landeanflug den Punkt P = (13200 | 23100 | 0) an. z
Die Flugbahn des Flugzeugs wird ndherungsweise durch die Gerade g mit dem

Parameter A beschrieben. (Alle Angaben in Metern.)

9: X = (15800)+/\'T;

Die nebenstehende Abbildung zeigt schematisch den Verlauf dieses Landeanflugs.

N
—
q

1) Berechnen Sie einen Richtungsvektor b

2) Berechnen Sie den spitzen Winkel ~.
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w W W W

3.1
3.2

3.3

3.4
3.5
3.6
3.7

3.8
3.9
.10
.11
.12
.13

.14

.15

.16

A7

3.18
3.19

.20

a) 21,42...% b) 12,09..° c)y=3 2+ %

a) vy =5m/s, vy =11,18...m/s

b) S=(7]18)

c) Das erste Schiff befindet sich nach 28 Sekunden bei S, das zweite Schiff nach 16 Sekunden. Da sich die Zeitpunkte um 12 Sekunden
unterscheiden, befinden sich die Schiffe nicht auf Kollisionskurs.

Falsch: Die senkrechte Entfernung ist d, aber der Normalabstand ist kleiner als d.

Richtig: (g) ist ein Normalvektor der Gerade 2 -z + 3 -y = 4 und damit ein Richtungsvektor jeder orthogonalen Gerade.

Richtig: Die Normalvektoren (7{) bzw. (71") der Geraden sind orthogonal, also auch die Geraden selbst.

Richtig: Beide Geraden haben Steigung —2 und verlaufen durch (0 | 2).

Richtig: Beide Geraden haben (ja) als Richtungsvektor und verlaufen durch (0 | —a). (r =0, s = —2)

t=—5

s- (%19

a=—4,b=-2

1 nein (P und Q kénnen nicht einmal gleich sein)

2 nein (P liegt nicht auf h, weil parallel und nicht ident)

3 ja (Q liegt nicht auf g, weil parallel und nicht ident)

4 nein (Richtungsvektoren stehen nicht normal aufeinander, sondern parallel)
5 ja (weil Geraden parallel)

a=11,3...° p =20
Zum Beispiel: @ = ( )

1) g: X = (?)+t-
a=—2b=—22 k
) B=033042) 2)g: X=(53)+¢t (%)
—50 16 o
Doa: X= (a0 ) +s- (%2) 2) S=(4632]90) 3) a =30,92...
5
7 1 3
a) gl:X:t~(7g4) gg:X:(_2112)+t'(799)
1. Gleichung liefert ¢t = %. 2. Gleichung liefert ¢t = 2?1 # %, also kein Kollisionskurs.
b) 144,96 km/h
Die Geschwindigkeit wird jedenfalls kleiner. Wenn 0 < k < 1, dann bleibt die Richtung (und Orientierung) gleich.
Wenn —1 < k < 0, dann fliegt das Flugzeug in die ,entgegengesetzte Richtung® (Richtungsvektor ist umgekehrt orientiert.)
Lo -1 6 .
Zum Beispiel: g: (—6) +t- ( 3 ) mit t € R
2 -5
3 0
Zum Beispiel: X = (é) +t- (é) mit t € R
Jeder Punkt auf g hat die z-Koordinate 3 und nicht 1.

Ja: xzp = —1, yp = 0 mit s =2
S=(1]|-2|-3)
b. =0, cy =6 5. =—64+6+0=0

Zuchispicl:g:X:(§)+s-(—;2> h:X:(g)th-(z) i:X:(é +u<g
0
0

) () =

)

2
1
()) +u- (z) keine Losung hat.

coco

i und ¢ sind nicht parallel. Sie haben keinen Schnittpunkt, weil (

0
(3. Komponente: s = 0, aber (8) liegt nicht auf 4.)

13200
1) Zum Beispiel: b= ( 23100 )
00

2) v =3,22...°
23 1 )y =3,

24
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4. ANALYTISCHE GEOMETRIE

2 . & MmF

a) Die Zahl m liegt genau in der Mitte von 2 und 14 auf der Zahlengerade.

1) Trage die dargestellten Absténde richtig in die Késtchen rechts ein. n

2) Berechne m. >

b) Rechts unten sind zwei Zahlen a und b mit a < b auf der Zahlengerade dargestellt.

Die Zahl m liegt genau in der Mitte von a und b auf der Zahlengerade.

1) Trage mithilfe von a und b einen Term fir den

dargestellten Abstand in die Késtchen rechts ein.

1
v

b
2) Zeige damit, dass m = % gilt. a m b

Die Zahl m ist das sogenannte arithmetische Mittel von a und b.

S . a MmF

a) Rechts sind zwei Punkte A und B in der Zahlenebene dargestellt.
1) Ermittle die Koordinaten von A und B. 4

b) Der rechts unten dargestellte Punkt M liegt genau in der Mitte der Strecke AB.

1) Trage die richtige Zahl in das Késtchen ein.

e B
M=A+  -AB %

2) Zeige damit, dass M = 1 - (A+ B) gilt. A
S . B MmF
Fiir die rechts dargestellten Punkte A und B gilt: A= (1]4), B=(9]2) Y
Die Streckensymmetrale m g ist jene Gerade durch den Mittelpunkt M A
der Strecke AB, die im rechten Winkel auf die Strecke AB steht. M
map ¢ B
a) Berechne M. / -
0 /

b) Ermittle eine Parameterdarstellung der Gerade map.

Aus den Kongruenzsitzen folgt: Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale m4p hat von A den gleichen Abstand wie von B.
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-

MmF

4.4
Die Gerade g verlduft durch den Punkt P = (4 | 1) und der Vektor 77 = (3) steht normal auf die Gerade.

a) Ermittle eine Parameterdarstellung der Gerade. ¥

Man kann eine Gleichung der Gerade auch in der Form
a-x+b-y=c (%)
unmittelbar ermitteln:

Ein Punkt X = (z | y) liegt ndmlich genau dann auf der Gerade, wenn

die Vektoren 7 und PX einen rechten Winkel einschlieflen, also wenn
7-PX=0
gilt. Wir formen diese Gleichung um:

7-PX =0

—
(3)- (51 =0 <
3-2—-1242.-y—-2=0 <=

J-x+2-y=14 (%)

Die Koeffizienten 3 und 2 sind genau die Komponenten vom Normalvektor 77 der Gerade.

In Zukunft konnen wir die Geradengleichung (%) also schneller wie folgt ermitteln:

3
2

ii) Punkt P=(4|1) auf Gerade = 3-4+2-1=¢c = c=14

i) Normalvektor 7 = (3) = 3-z4+2-y=c

iii) Geradengleichung: 3-z+2.-y =14
Die Gerade h verlauft durch den Punkt (4 | —2) und der Vektor ( 3°) steht normal auf die Gerade.

b) Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein.

a

MmF

4.5
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (—1|2), B= (8| —1) und C = (7| 6) ist dargestellt.

y
Es gibt genau einen Punkt U in der Zahlenebene,

der von allen drei Punkten den gleichen Abstand r hat.

a) Berechne den Schnittpunkt der Streckensymmetralen m4p s

und mac. (Hinweis: Verwende die Aufgaben 4.2, 4.3 und 4.4.)

a

b) Begriinde, warum der Schnittpunkt der gesuchte Punkt U ist. s

Der Punkt U heifit Umkreismittelpunkt vom Dreieck.

¢) Berechne den Umkreisradius r.

d) Zeichne U, die Streckensymmetralen und den Umkreis
mit Mittelpunkt U und Radius 7 ein.
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~wer MmF
Die dargestellte Gerade g verlduft durch die Punkte (2 | 5) und (8 | 3). ~
Es gibt genau einen Punkt L auf dieser Gerade, der vom Punkt P = (3 | 2) s
den kleinsten Abstand hat. .
a) Konstruiere rechts diesen Punkt L. : »
b) Berechne die Koordinaten von L. ’ I
c) Berechne den Abstand von P zur Gerade g. 1 x
1o 1 2z 3 4 5 o
Die senkrechte Gerade auf g durch den Punkt P heifit Lot. -
Der Punkt L heif3t Lotfuf3ipunkt.
- MmF

4.7
Rechts sind zwei Vektoren ¥ und @ mit gleichem Anfangspunkt P eingezeichnet.
Gesucht ist ein Vektor mit gleichem Anfangspunkt, der den Winkel zwischen ¥ und @ halbiert.

Rechts sind auch die Einheitsvektoren vg von ¥ und wg von @ eingezeichnet.

a) Konstruiere rechts den Vektor vg + wg mit Anfangspunkt P.

b) Erklire, warum o + wg in Richtung dieser Winkelsymmetrale zeigt.
Hinweis: Welche Art von Viereck bilden die Vektoren?

P

c¢) Berechne den Vektor o) + wg, wenn ¥ = (%) und @0 = (§) gilt. o

Aus den Kongruenzsitzen folgt: Jeder Punkt auf der Winkelsymmetrale hat von beiden Schenkeln den gleichen Abstand.

<L

4.8
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (—1]2), B= (8] —1)
und C = (7] 6) ist rechts dargestellt.

Es gibt genau einen Punkt I in der Zahlenebene,
der von allen drei Seiten den gleichen Abstand p hat.

a) Berechne den Schnittpunkt der Winkelsymmetralen w, und wg.

b) Begriinde, warum der Schnittpunkt der gesuchte Punkt [ ist.

Der Punkt I heifit Inkreismittelpunkt vom Dreieck.

c) Berechne den Inkreisradius p.
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~wsr MmF
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (21]3), B=(17|1) und C = (8] 11) ist dargestellt.
Die Schwerlinie s, verbindet den Eckpunkt A mit
dem Mittelpunkt Mpc der gegeniiberliegenden Seite. Y c
a) Begriinde, warum die Schwerlinie das Dreieck
in zwei gleich grofle Dreiecke teilt.
b) Zeichne auch die beiden anderen Schwerlinien s, und s, ein. Mpc
Man kann zeigen, dass die drei Schwerlinien eines Dreiecks
A
einander stets in genau einem Punkt schneiden.
Dieser Schnittpunkt S heifit Schwerpunkt des Dreiecks. b
c) Berechne den Schwerpunkt S dieses Dreiecks.
a0 MmF
Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (2]1), B=(10]5) ' e
und C = (1]8) ist dargestellt.
a) Zeichne die drei Hohen hg, hy und h, ein. s
Man kann zeigen, dass die drei Hohen eines Dreiecks b
einander stets in genau einem Punkt schneiden.
Dieser Schnittpunkt H heifit Hohenschnittpunkt des Dreiecks. /
A

b) Berechne den Hohenschnittpunkt H dieses Dreiecks.

4.1 a) 1) 2) m=28

2) m=a-+ b;a — 2‘a<gb7a — u,;»b N

m b

4.2 a) 1)A:a(1|4),B:(3\72) 2) M=(2]1)
4.3 a) M =(5]3) b) Zum Beispiel: X = (§)+¢- (1)

4.5 a) U= (4]2)
b) Da U auf map liegt, hat er den gleichen Abstand von A wie von B.
Da U auf mac liegt, hat er den gleichen Abstand von A wie von C.
Also hat U von allen 3 Punkten den gleichen Abstand.

o

:
:
:

//A

[,

‘\ ;

\

2 a0

c)r=5 d)

2

a —

28

4.4 a) Zum Beispiel: X = (‘11) +t- (732) b) Zum Beispiel: =5z + 3 -y = —26

b) ) M=A+1.AB 2)M=A+1 . AB=A+1.B-A4)=1.A4+1.B=1.(A+B)v
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4.6 a) b) L =(3,8]4,4) c)2,529...

4.7 a)

b) Das Viereck ist eine Raute, weil alle Seiten die Lange 1 haben. 93 + w¢ halbiert als Diagonale den Winkel.
o) @+ at = (§520:)
4.8 a) I=(6]11)
b) Da I auf w, liegt, hat er den gleichen Abstand von AB wie von AC.
Da I auf mg liegt, hat er den gleichen Abstand von AB wie von BC.
Also hat I von allen 3 Seiten den gleichen Abstand.
c) p=5
4.9 a) Die Seiten BMpc und CMpc sind beide gleich lang. Da auch die zugehoérigen Hohen gleich lang sind, haben die beiden Dreiecke
den gleichen Fliacheninhalt.

Y
el

b) c) S =(9]5)

4.10 a) b) H = (3| 4)
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5. KRAFTVEKTOREN

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Kraftvektoren
a

|
oy

5.1

Gegeben sind die Kraftvektoren Fl) und FE

)

a) Konstruiere links den Kraftvektor F_}; = F’l + F; .
b) Konstruiere rechts den Kraftvektor F; — F;’ .

.

™1 5.2

4N

Zwei Krifte F) = (10F) und = (4

MmF

Ermittle die resultierende Kraft 13;
a

) greifen im selben Punkt an.
= F; + Fg und den Winkel zwischen
5.3

MmF

ﬁund l?';

Fiir die beiden rechts dargestellten Kréfte F; und F; gilt:

77| = 520N, oy = 30°, |F5| = 345N, ag = 70°,

a) Berechne die Komponenten von F: und F; .

b) Veranschauliche rechts die resultierende Kraft F_’R) = Ff + F‘; .

c) Berechne die resultierende Kraft Fr, und ihren Betrag |}TR> |

MmF
yin N

a2

\
Oél‘;

z in N
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~u=er MmF

Wirkt auf einen Koérper entlang einer geraden Strecke der Lénge s eine konstante Kraft F' in Wegrichtung,
dann ist W = F' - s die dabei verrichtete Arbeit (Work). Die Einheit der Arbeit ist N-m = J (Joule).

a) Mit welcher Kraft in Wegrichtung wird iiber eine Distanz von 42m eine Arbeit von 3kJ verrichtet?

Fine Straflenbahn wird von einem Einsatzfahrzeug abgeschleppt.
Auf einem geraden Abschnitt in Richtung & = (39™) wirkt auf die
Straenbahn die konstante Kraft F = (_26?51‘11(\11\] ).

Gesucht ist die dabei verrichtete Arbeit .

b) Begriinde, warum die Formel W = F -3 stimmt.

c) Berechne die verrichtete Arbeit W.

55 © MmF
Du ziehst mit einem Schraubenschliissel eine Schraubenmutter an. \ B
Die Drehwirkung hingt dann ab von ... < 7 F)

1) der ausgetibten Kraft F und
2) der Linge des Vektors 7 vom Drehpunkt zum Angriffspunkt der Kraft.

Der Vektor des Drehmoments ]\_4> steht normal auf 7 und 1_7‘)

Die Vektoren 7, F und M bilden ein Rechtssystem.

Esgilt: M =7 x F

Das Drehmoment |J\_4) | ist ein MaB fiir die Drehwirkung der Kraft.

F

a) Der Betrag der von dir ausgeiibten Kraft — also |Z‘5 | — ist in den folgenden drei Bildern gleich grofi:

\f r F
? V) i —— A

Auf welche der 3 Arten wiirdest du intuitiv die Schraube anziehen, um die grofite Drehwirkung zu erzielen?

Begriinde auch mathematisch, warum das Drehmoment |]\7 | dann am groBten ist, wenn ¢ = 90° ist.

b) Berechne den Betrag des Drehmoments (in N - m) fiir F= (—113) kN und 7 = (—6§) cm.
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a X B

Die nebenstehende Abbildung zeigt die Zerlegung der Gewichtskraft Z?'g
in eine Normalkomponente }’—_‘]\; und die Hangabtriebskraft }TI; (Roll- und

Luftwiderstand werden nicht berticksichtigt).

1) Berechnen Sie den Steigungswinkel « fiir eine Steigung von 15 %.

2) Berechnen Sie fiir diese Steigung den Betrag der Hangabtriebskraft FTH)

Sobald es spiirbar bergauf geht, muss der Radfahrer in erster Linie die Hangabtriebskraft F—‘I; iiberwinden.

und Forschung

F
in Newton (N), wenn Fahrer und Fahrrad zusammen eine Gewichtskraft ¢
von 932N haben.
1 5.7 -
Durch eine Kraft -Z_:’)Zug = (%%9) Newton (N) wird eine Last von A nach B vinm . i
und danach von B nach C' gezogen (siehe nachstehende Skizze). B0~ ‘ !
1) Berechnen Sie die durch die Kraft F"Zug an der Last verrichtete Arbeit. i ;
j X il%] m
A 60 170
- 5.8 - Bildung, W‘ssm‘::rc\a:ﬁ

Zwei Personen halten einen Gegenstand an zwei Seilen wie in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

"

und Forschung

Bl

Fiir die Kraft Fp, gilt: |Fr| = 50 N.

|Fil(a) =

Beide halten das Seil unter demselben Winkel zur Horizontalen, also gilt: |]F1) | = |E |

— Stellen Sie eine Funktionsgleichung fiir den Betrag des Vektors fl) in Abhéngigkeit vom Winkel « auf:
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a a = desministerium
Bildung, Wissenschaft )

5.9 s Vi
Zwischen zwei Gebduden verlduft eine Strafle. Eine Ampelanlage
wird mit Seilen an beiden Gebdudemauern befestigt. Die Winkel,
die die Seile mit den Hausmauern einschliefen, betragen o = 71°
und S = 78°. Der Betrag der Gewichtskraft G der Ampel ist:
|G| = 1500 N (siehe nebenstehende Abbildung).

1) Veranschaulichen Sie mithilfe eines Kréfteparallelogramms, wie
die Kraft G auf die beiden Seile aufgeteilt werden kann.
2) Berechnen Sie die Betrdge der beiden Kréfte, die auf die Seile

wirken.

. J

-~ — = B \dJ v
p-10 sidug v

Slacklinen ist eine Trendsportart, bei der man auf einem gespannten Gurtband, der sogenannten Slackline, balan-

ciert. Eine Slackline wird tiber einen See gespannt. Fin sportlicher Badegast versucht, iiber die Slackline den See

zu queren, ohne dabei ins Wasser zu fallen. Das zugehorige Krafteparallelogramm ist nachfolgend dargestellt:

&

- 1T

F1

F_'G) ... Gewichtskraft der Person auf dem Seil
Ff, I*T)’g .. Seilkrafte

1) Berechnen Sie |F£| fiir |F_‘G’| = 588,6 Newton, o = 82° und 3 = 75°.

J

a Xt B = swdemisteran

und Forschung

Drei Kréfte F_>'1 = (§§§> N, ?‘2 = (?jg?())ﬁ) N und F'g: greifen an einem Korper in einem Punkt an und halten

einander das Gleichgewicht, d.h.: Ff + }75 + F‘;; - 0.

1) Berechnen Sie ;.
2) Berechnen Sie den Betrag von .

3) Ermitteln Sie denjenigen Winkel, den }_7>‘1 und 1?2) einschlieflen.

\ J

A - d ium
- 5 12 Bildung, Wissenschaft )
. und Fo

In der US-amerikanischen Weltraumstation Skylab wurde in den 1970er-Jahren eine Rei-
he von naturwissenschaftlichen Experimenten durchgefithrt. Fiir Experimente zur La-
gebestimmung von Raumflugkorpern im Weltraum wurde ein Gyroskop (Kreisel, siehe
Abbildung) verwendet.

Wird durch eine fuBere Kraft F die Drehachse des Kreisels um den Vektor 7 (vom

Drehpunkt zum Angriffspunkt der Kraft) gekippt, resultiert daraus ein Drehmoment M.

1) Berechnen Sie den Betrag des Drehmoments M=7x 1_*"), wenn F = (5—5;) Nund 7 = (%4) m ist.

2) Zeigen Sie, dass folgender Zusammenhang nicht gilt: 7 x F=FxT.
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~ 513 T
Der sogenannte Poynting- Vektor S ist ein Vektor in R3, der bei Berechnungen mit P s ]
- s =
elektromagnetischen Wellen verwendet wird. Dabei gilt: B xE
ng(EXE) k-gzgxg L]
E , B... Vektoren in R? zur Beschreibung von elektromagnetischen Wellen k. (E o E) (]
k... Konstante, £ > 0 5 5
— - ExB =k I:‘
1) Geben Sie an, wie grof§ der Winkel zwischen den Vektoren S und B ist. 3
2) Kreuzen Sie denjenigen Ausdruck an, der zu S=k- (E X E) dquivalent ist. N N
S-—«-(ExB) | O

Wie in der nebenstehenden nicht mafistabgetreuen Skizze dargestellt, ist im
Punkt C' ein Seil unter einem Winkel von 30° zum Mast gespannt.

Auf der anderen Seite wirkt durch eine Stromleitung auf den Befestigungs-

punkt C' eine Kraft F von 1000 Newton unter einem Winkel von 11,3° zur

Seil Waagrechten. Diese Kraft kann in zwei Kréifte aufgeteilt werden, eine in Seil-
richtung und eine in Mastrichtung.
Mast
1) Berechnen Sie den Betrag derjenigen Kraft, die in Seilrichtung wirkt.
Cisas ” T
Ein Wagen soll von 2 Bauarbeitern mit einer Kraft F gezogen werden. .
— — — F.
F'ist die Summe der Kréfte F; und F» (siehe nebenstehende Abbildung). (;( 2 2
R 3 =
1) Erstellen Sie eine Formel zur Ermittlung des Betrags der Kraft Fy, 2
2

wenn man den Betrag der Kraft F und die Winkel o und B kennt.

Beim Zichen einer Last wird Arbeit W verrichtet. Die Formel fiir die Arbeit W lautet: W = F - 3
Wird die Last nur von einer Person gezogen, schliet die Kraft F' = (299)N mit dem Weg 3 = (199)m einen
Winkel ¢ ein.

2) Berechnen Sie die zu verrichtende Arbeit W.

3) Berechnen Sie den Winkel ¢.
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= = d inisterium
- 5 16 Bildung, Wissenschaft )
3 und Forschun

Ein Wagenheber ist ein Hilfsmittel, um ein Auto anzuheben.

Eine mogliche Bauart eines Wagenhebers ist im nebenstehenden Bild dargestellt.

Die nebenstehende Abbildung zeigt eine schematische — nicht

Auto maflstabgetreue — Darstellung dieses Wagenhebers.
ARV 1) Erstellen Sie mithilfe von u, v und « eine Formel zur
v q Berechnung der Héhe h.
h h =
u

Es gilt: v =20 cm, w = 30cm, § = 41°

Boden /]

2) Berechnen Sie den stumpfen Winkel a.

Die Gewichtskraft I*TC; kann in die Krafte F_'w) und l?’v zerlegt werden (siehe nachstehende Abbildung).

Es gilt (alle Angaben in Kilonewton):
Fo=(_gr) wd F,=(Z55)

3) Ermitteln Sie die Kraft .

4) Berechnen Sie den Winkel ~.

A X B = sdumisteran

Fine Hiangematte wird an zwei senkrechten Stangen befestigt. -
In der nebenstehenden Abbildung ist die belastete Hingematte modell- SN _,——"'/— Q
haft dargestellt.

Es wirkt eine Kraft F mit |f | = 800 Newton (N) senkrecht nach unten.
Die Kraft F wird in die Komponenten F_>'1 und FE zerlegt.

Es gilt: a; = 50° und as = 75°

ml

1) Veranschaulichen Sie in der obigen Abbildung die Kréftezerlegung mithilfe eines Kréfteparallelogramms.

2) Berechnen Sie |}7I|
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F-F

) Fr= (353 )N  |Fr|=8150..N

5.4 a) 71,4..N
b) Geometrische Interpretation des Skalarprodukts: F.-5= | norz (ﬁ) |13
Das ist genau das Produkt von Kraft in Wegrichtung und Weglange, also die verrichtete Arbeit.
c) W =90kJ
5.5 a) |M| = |7 x F| ist der Flicheninhalt A = |7°| - h des aufgespannten Parallelogramms.
Die Hoéhe h ist maximal, wenn ¢ = 90° ist. (Parallelogramm = Rechteck)
b) 374,2..N-m
5.6 1) a =8,53..° 2) Fy =1382...N
5.7 55400J
25N
5.8 |Fi(a)| =
sin (o)
5.9 F, =2848,7...N Fg =2753,7...N
5.10 |Fy| = 1491,7...N
5.11 1) 5 = <7900> 2) 1178,9...N  3) 104,49...°
—> - 40 —
512 1) M=7x F = ( 20 ) |M| =57,41...N-m
36
—4 =
2) v (72 ) 7 X F
36
5.13 1) 90° 2) =k- (B x E’)
5.14 1961,2...N
. F
515 1) i = 5@ 2) W =33000J 8) ¢ =2586..°
516 1) h=/u? +v2—2-u-v-cos(180° —a) 2) a=1002..° 3) Fy, = ( 4l&) 4)y=61,90..°
5.17 2) |Fy| = 943,3...N
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6. KOMPLEXE ZAHLEN

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v Arbeitsblatt — Komplexe Zahlen
v Arbeitsblatt — Polarform )
W1 MmF
a) In der Zahlenebene rechts sind 4 Punkte mit ganzzahligen 5T 1m(z)
Koordinaten eingezeichnet. Stelle jeweils die zugehorige 4
komplexe Zahl in der Form a + b-i dar. 5
z = 23 = e .
1 73 Re(z)
Zy = Z4 = 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5
b) Stelle die folgenden komplexen Zahlen jeweils als Punkt in der _;
Zahlenebene rechts dar. 3 '
z5=—4+3-1 27 =—4-1 4
26 =—9—2-1 zg = —4,2 -
~ 62 MmF
Kreuze jeweils alle Zahlenbereiche an, in denen die Zahl enthalten ist.
N Z Q R C
42
-5
—8,2
2,5
43
5+2-1
%Tl
=
V2
V16
5,014 = 5,014014014...
1,2345678910111213...
~weEr MmF
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; =2 —4-¢ und 20 = -3 —5-1.
Stelle zq + 29, 21 — 29, 21 - 22 und % in der Form a + b - i dar.
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.

~V 6.4 MmF
Zu jeder komplexen Zahl a +b -4 gibt es die komplex konjugierte Zahl a — b -4 mit a, b € R.

a) Multipliziere (34 2-4)-(3 —2-1) aus, und vereinfache so weit wie moglich.
b) Rechne allgemein nach, dass (a+b-i)-(a —b- 1) stets eine reelle Zahl ist.

AU 6.5 MmF
Jede komplexe Zahl a + b -4 kann in der Zahlenebene als Punkt (a | ) 7Im(z)
dargestellt werden. 6
Jede komplexe Zahl a+b-i kann in der Zahlenebene auch als Ortsvektor () 5
— also mit Anfangspunkt (0 | 0) — dargestellt werden. 4
Gegeben sind die komplexen Zahlen 21 = -4+ 3.7 und 2z, =1—-4 1. ’

a) Stelle z; und zy als Ortsvektoren in der Zahlenebene dar.
b) Berechne z; + zo und 2z, — 2o. Re(2)
5 4 -3 2 0 3
¢) Veranschauliche die Rechnungen in der Zahlenebene. 1
- MmF

6.6

a)2?+64=0 b)25+16-22=0 c)2?+4-2+29=0 d)3-22—-24-2+240=0

Berechne alle Losungen der Gleichung iiber der Grundmenge C. Stelle die Losungen in der Form a + b - i dar.

MmF

™7 6.7

a) Berechne alle Nullstellen von f iiber der Grundmenge C.

b) Beschrifte rechts die reellen Nullstellen.

Der Graph der Polynomfunktion f mit f(z) = (22 —2-2 —8) - (22 — 10 -2 + 34) ist dargestellt.

f(=@)

f@y=a-z*+b-2°+c- 2> +d-z+e

¢) Multipliziere aus und ermittle die Polynomform von f: \

38


https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at

PROJEKT MMF AS — VEKTORRECHNUNG UND KOMPLEXE ZAHLEN

~weEr MmF
Die Anzahl der reellen Lésungen der quadratischen Gleichung 4 - 22 + 7 -2 4+ 9 = 0 hingt von r € R ab.
a) Stelle mithilfe von r eine Formel fiir die Diskriminante D in der Lésungsformel z; o = = ;t;/ﬁ auf.
D=
b) Die Diskriminante D héngt von r ab. Skizziere rechts im D
Koordinatensystem den Graphen dieser Funktion.
c) Fir welche Werte r € R hat die quadratische Gleichung also r
0
i) ... genau eine reelle Losung?
ii) ... zwei reelle Losungen?
iii) ... keine reellen Losungen, aber zwei komplexe Losungen?
S . & MmF
Stelle die komplexe Zahl rechts als Zeiger in der Zahlenebene dar, 51 Tm(z)
und wandle sie in Polarform um. N
3
a) z1=3+4-1 2
b) 2o = —4+2-i ' Re(2)
_ . -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5
c) ;3=-1-5-4 »
d) z24=2-2-4 -2
-3
-4
=5
1 6.10 MmF
Stelle die komplexe Zahl in der Komponentenform a + b -4 dar.
a) z1 = (3;80°) b) 2 =(10;120°) c¢) z3 = (4;30°) — (2;310°)
V6.1l MmF
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; =443 -7 und 20 = -84 15-4.
a) Stelle das Produkt 2z - 22 in der Komponentenform dar.
b) Berechne jeweils die Polarform von z; = (r1;¢1), 22 = (re;¢2) und 21 - 20 = (r3;93) .
c) Uberpriife, dass r3 = 71 - o gilt, und vergleiche @3 mit @1 + @3 .
- MmF

6.12
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; =12 —5-7 und 2z = -3 —4-3.
a) Stelle den Quotienten “l in der Komponentenform dar.
%)

b) Berechne jeweils die Polarform von z; = (r1;¢1), 22 = (r2;¢2) und G- (r3;03) .
2

c) Uberpriife, dass r3 = n gilt, und vergleiche @3 mit ©1 — @2 .
T2
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613 MmF
Berechne die Potenz und stelle das Ergebnis in Polar- und Komponentenform dar.

a) 2= (5:178°)° b)z=(2+43-9)° ) z=(3-4-)"

-

6.14 MmF

s Im(z)

Gegeben ist die Gleichung z* = 16 iiber der Grundmenge G = C.

a) Berechne alle Losungen der Gleichung.

Stelle die Losungen in Polar- und in Komponentenform dar. N T A .

b) Zeichne die Losungen rechts in der Zahlenebene ein. K

~ 615 MmF
Lése die Gleichung 2z° = —2 44 - i iiber der Grundmenge C.
Stelle die Losungen in Polarform dar.

V616 T MmF
a) Stelle die komplexe Zahl 4 - e*? in Polarform (r; ) und in Komponentenform a + b-i dar.
b) Stelle die komplexe Zahl —4 — 2 -4 in der Form r - e*% dar.

" ear * MmF

z = a—+0b-t ist eine komplexe Zahl mit a, b € N und a > b > 0. Michael behauptet: ,Der Realteil und der
Imagindgrteil von 2% sind die Kathetenldngen eines rechtwinkeligen Dreiecks mit ganzzahligen Seitenldngen.”

Zeige, dass Michaels Behauptung stimmt.

618 © MmF
Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 22 = —3 4+ 4 -i ohne Verwendung der Polarform.

a) Erkldre, warum z = a + b-i genau dann eine Losung der Gleichung ist, wenn der Realteil a und

der Imaginérteil b das folgende Gleichungssystem losen:
a? —b?=-3
2-a-b=4

b) Berechne die Losungen des Gleichungssystems.

.90 MmF
Lose die Gleichung iiber der Grundmenge C. Gib die Lésungen in Komponentenform an.

a)22=1 b)22=—i ¢)22=-1 d)2?=-3+4-i e)22=5-12-i f)22=-8+6-1i

A~ 20 T <z MmF

Der Mittelpunkt einer (analogen) Kiichenuhr ist der Koordinatenursprung.

Der Zeiger zur komplexen Zahl z = —1,503 + 4,768 - i ist der Stundenzeiger.

Die Sonne scheint durch das Kiichenfenster. Wie spét ist es?

\ J
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Ve P MmE

Die Funktion f mit f(x) =2-2%—20-2? + 58 - hat drei Nullstellen iiber der Grundmenge G = C.

a) Berechne die Nullstellen von f. eo| /(%) r

Der Funktionsgraph von f ist rechts dargestellt. :Z

Sebastian meint: ,Die eine Nullstelle sehe ich. Kann man A T
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

auch die anderen beiden Nullstellen irgendwie sehen? oY

Wir gehen seiner Frage nach und suchen allgemein nach komplexen Zahlen a+b-4 mit f(a+0b-i) =0.
b) Multipliziere f(a + b - i) aus und vereinfache:
fla+b-i)=2-(a+b-i)>=20-(a+b-i)>+58-(a+b-i)=---= R(a,b) +i-I(a,b)
Stelle mithilfe von a und b eine Formel fiir den Realteil R(a,b) und den Imaginérteil I(a,b) auf.

Zu jedem Punkt (a | b) in der Zahlenebene gibt also es den zugehorigen Realteil R(a,b) von f(a +b-1).
Der Graph dieser Funktion (a,b) — R(a,b) ist die unten links dargestellte Fliache im 3-dimensionalen Raum.
Der Graph der Funktion (a,b) — I(a,b) ist die unten rechts dargestellte Flache im 3-dimensionalen Raum.

In der Zahlenebene ist jede komplexe Zahl a 4+ b - i wie gewohnt dargestellt.
R(a,b) ist die z-Koordinate von jedem Punkt (a | b | R(a,b)) auf der Fléche.

Eine komplexe Zahl ist genau dann 0, wenn sowohl ihr Realteil als auch ihr Imaginérteil 0 ist:
fla+b-i) = R(a,b)+i-I(a,b) =0 <= R(a,b)=0 und I(a,b)=0

Unten links sind die Nullstellen von R als Kurven in der Zahlenebene dargestellt.

Unten rechts sind zuséatzlich die Nullstellen von I als Kurven in der Zahlenebene dargestellt.

¢) Wo findest du also im Bild oben rechts die 3 Nullstellen von f in der Zahlenebene?

.
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-

6.22 <z MmF
Die Mandelbrotmenge enthélt alle ¢ € C, fir die die Folge (z,) mit

z1 =c¢ und zn+1:zZ+c7n21

beschrankt bleibt. Eine Folge heifit beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt, sodass |z, | < M fiir alle Folgenglieder gilt.
Die Zahl ¢ = —1 ist zum Beispiel in der Die Zahl ¢ = 1 ist zum Beispiel nicht in der
Mandelbrotmenge enthalten: Mandelbrotmenge enthalten:

z1=—1 z1=1

zp=(-1)*+(~-1)=0 Zp=124+1=2

23 =0+ (=1) = —1 3=224+1=5

z4= (=12 +(-1)=0 2 =524+1=26
Die Zahlenfolge springt zwischen —1 und 0. Die Zahlenfolge ist nicht beschréinkt.
Sie ist also beschriankt. (Zum Beispiel: M = 1) Multipliziert man eine Zahl > 1 mit sich selbst und addiert 1,

dann ist das Ergebnis mindestens doppelt so grof3.

Alle komplexen Zahlen in der Mandelbrotmenge sind im folgenden Bild schwarz dargestellt:

Im[c]
1

Re[c]

a) Begriinde, warum fiir 0 < ¢ < 0,25 alle Folgenglieder im Intervall [0;0,5] liegen.
b) Begriinde, warum fiir —1 < ¢ < 0 alle Folgenglieder im Intervall [¢; 0] liegen.

c) Begriinde, warum fiir —2 < ¢ < —1 alle Folgenglieder im Intervall [¢; —¢] liegen.

Es sind also alle reellen Zahlen im Intervall [—2;0,25] in der Mandelbrotmenge enthalten.

a

6.23
Viele Vorgénge in der Elektrotechnik kénnen modellhaft mithilfe von GJ T

komplexen Zahlen beschrieben werden.

Dabei wird die imaginére Einheit mit j bezeichnet. ;
1) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die komplexe Zahl 1
21 =2-e 7% ein. I A 00 [ S 5
2) Zeichnen Sie in der nebenstehenden Abbildung die beiden kom-
plexen Zahlen z3 und z3 ein, die den Realteil —3 und den Betrag 5

haben.

~9

3

—4j4
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6.1

6.2

6.3
6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

51 Tm(z)
R 4
%5, ,
z21
2 °
24
1
) . 28 23 Re(z)
z1=44+2-1 20=2-—-3-91 23=3 2z4=2-1 5% 5 & o 5 % & &
=1
° -2
<6
3 .
. 29
40 '
-5
N|Z|Q|R]|C
42 N VAN VAN VAR V4
-5 VAN VAN VAN V4
—8,2 VvV
2,5 VRS
—4 -1 v
54214 v
21/4 v
—9/3 v
V2 v v
—V'16 VAN VAN IRV V4
5,014 = 5,014 014 014... Vv
1,2345678910111213... v | v
214+20=-1—-9-4 21 —z2=5+1 21 20 =—-26+2-4 Il =0411.. 40,647 -
a)13 b) (a+b-i)-(a—b-i)=---=a’>+b>€R
21 +22=—3—-1-14

Z1722:75+7'7;

a)zy =81, o =-8-1 b))z = c)xzy =—-2+4+5-4, za=-2—-5-1
d)z; =4+8-4, z0=4—8-4
a) z; = —2 c) fx)=a*—12- 2% +46 - 2% + 12 -z — 272
D
.
a)yD=r2-144 b) -12 0 12 c) i) r=—12 oder » =12 ii) r > 12 oder r < —12 iii) —12 <7 < 12
144

z1 = (5;53,13...%) 25 = (4,472...;153,43...°) 23 = (5,099...;258,69...°)  z4 = (2,828...;315°)
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6.10
6.11

6.12

6.13

6.15

6.16
6.17

6.18

6.19

6.20
6.21

6.22

6.23

a) z1 = 0,520... + 2,954... .7 b) 23 = —5+8,660... - i «c) z3 = 2,178... + 3,532... - i

a) 21220 =—T7+36-1 b) 2z =(5;36,86...°), 20 = (17;118,07...°), z1 - 2o = (85;154,94...°)

c) 5:17=85v 3 und 1 + ¢2 sind gleich groB.

a) z1/z2 = —16/25 + 63/25 - i b) z; = (13;337,38...°), 2z = (5:233,13...%), 2z1/z2 = (2,6;104,25...°)
c) 13/5=2,6 v 3 und ¢1 — @2 sind gleich grof.

a) z = (125;174°) = —124,3... + 13,06... -4 b) z = (609,33...; 281,54...°) = 122 — 597 -

c) z = (9765625;188,69...°) = —9653287 — 1476984 - i

; m(z)

21 =(2;0°) =2, 22=1(2;90°)=2-4, 2z3=(2;180°)=—2, z4=1(2;270°)=—-2-1

21 = (1,349...;23,31...°), 22 = (1,349...;95,31...°), z3 = (1,349...;167,31...%),
24 = (1,349...:239,31...°), z5 = (1,349...;311,31...°)
a) Polarform: (4;2rad) = (4;114,5...°) Komponentenform: —1,664... + 3,637...-¢ b) 4,472... - 3,605
Méglichkeit 1: 22 = (a + b - i)? ausmultiplizieren ~» pythagoriisches Tripel: (a? — b%,2 - a - b, a? + b?)
Moglichkeit 2: 22 = (r2,2 - ¢) ~» pythagoriisches Tripel: (r2 - cos(2 - @), 72 -sin(2 - @), r*)  (sin?(®) + cos?(®) = 1)
a) 22=(a+b-9)?=ad’+2-a-b-i+b%-?=a?-b>+(2-a-b)-i.

2?2 = =344 - i stimmt also genau dann, wenn a? —b? = —3 und 2 - a - b = 4 gelten.

b) 21 =1+2-i, z0=—-1—-2-4

a)z; =1, 20 =-1 b)zlzfﬁJr%Ai,zz:%f%-i c) z1 =1, 20 = —1
d)z1=1424,20=-1-2-7 e) 2z, =3—2-i,20=-34+2-7 f£)z1=1+3-i,20=—1—3-4
11:25 Uhr

a) 1 =0,z =5+2-4,x3=5—2-1

b) R(a,b)=2-a®>—-6-a-b>—20-a?>+20-b2+58-a I(a,b)=6-a%-b—2-b>—40-a-b+58-b

c) Die Lésungen sind die Schnittpunkte der Kurven.

a) z1 =c € [0;0,5], zn+1:zi+c20+020, zﬂ,+1:zi+c§0,25+0,25:0,5 = znp41 € [0;0,5]

b) z1 =c€[g0], zpy1=224c>0+c=c, zpy1=z224+c<4+c= ¢ -(c+1)<0 = 2,41 € [;0]
N~ N

<0 >0

c) zi=c€le—c], znt1=224c>0+c=c, zpy1=22+c< e —c,weil?4+2.c= ¢ -(c+2) <0 = zp41 € [¢;—(]
~—

<0 >0
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