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Mathematik macht Freu(n)de — Das Projekt

@ Lehrveranstaltung @ Intensiv-Studienclubs
@ Fortbildungen @ Vorkurs Mathematik
o Kompetenzmaterialien @ Mathematik-Olympiade
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MmF fir Studierende im UF Mathematik

@ Lehrveranstaltung o Intensiv-Studienclubs
@ Fortbildungen @ Vorkurs Mathematik
o Kompetenzmaterialien @ Mathematik-Olympiade
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MmF fiir Schiilerlnnen

@ Lehrveranstaltung o Intensiv-Studienclubs
@ Fortbildungen @ Vorkurs Mathematik
o Kompetenzmaterialien o Mathematik-Olympiade
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MmF fiir Studienanfangerlnnen

@ Lehrveranstaltung @ Intensiv-Studienclubs
@ Fortbildungen @ Vorkurs Mathematik
o Kompetenzmaterialien @ Mathematik-Olympiade

2018: ~ 1600 Schiilerlnnen / Studienanfangerlnnen
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MmF fiir Lehrpersonen

@ Lehrveranstaltung @ Intensiv-Studienclubs
o Fortbildungen @ Vorkurs Mathematik
o Kompetenzmaterialien @ Mathematik-Olympiade

Newsletter fiir Lehrpersonen ~~ https://mmf.univie.ac.at
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https://mmf.univie.ac.at

Intensiv-Studienclubs

Nachster Termin fiir Intensiv-Studienclubs:

e Montag, 15.4.2019 — Donnerstag, 18.4.2019

Schwerpunkt Maturavorbereitung

Universitdt Wien, Fakultadt fir Mathematik
PH Niederosterreich, Campus Baden

Betreuungsverhaltnis 1:6 oder besser

o Kostenbeitrag: 100€
fiir 4 x 4 Arbeitseinheiten
als Honorar fiir die Coaches
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Mathematik macht Freu(n)de in Graz

@ Aufbau und Leitung durch Univ.-Prof. Dr. Bernd Thaller

L
B O N

o Lehrveranstaltung: Mathematik macht Freu(n)de (SoSe 2019)

UNI
|__GRAZ]
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Fortbildungen

Nachste Termine fiir Fortbildungen:

e Mittwoch, 24. April 2019
Mathematik macht Freu(n)de — Kompetenzmaterialien
Universitat Graz

@ Mittwoch, 28. August 2019, 09:00-17:30 Uhr
Wahrscheinlichkeitsrechnung macht Freu(n)de
Fakultat fir Mathematik, Universitat Wien

@ Mittwoch, 18. September 2019, 09:00-17:30 Uhr
Differenzialrechnung macht Freu(n)de
Fakultat fir Mathematik, Universitat Wien

Newsletter fiir Lehrpersonen ~~ https://mmf.univie.ac.at
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Kompetenzmaterialien

@ Themenbereiche der Sekundarstufe |l

— Funktionen & Analysis
— Diskrete Mathematik, Statistik & Stochastik
— Algebra & Geometrie

"= Bundesministerium

@ Orientierung an SRDP-Aufgaben Bidung, Wissenschalt
@ Praxiserprobt
— MmF-Férderformate
— Schulunterricht
@ Uneingeschrankter, kostenloser Download
https://mmf.univie.ac.at/materialien
o Creative Commons Lizenz  (c)®®C)
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Kompetenzhefte

Diskrete Mathematik, Statistik & Stochastik

Kompetenzhefte Letzte Anderung
° 23 Kom petenZhefte Finanzmathematik I 31.08.2018
Folgen und Reihen 31.08.2018
Kombinatorik 21.12.2018
Statistik I (Statistische KenngraBen, Boxplot, Diagramme) 21.06.2018
(] Aufba u Stochastik T (Laplace, Wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen) 06.02.2019
. Stochastik 11 (Baumdiagramme, Binomialverteilung) 06.02.2019
— Diagnoseaufgaben Stochastik III (Normalverteilung) 06.02.2019
— Erklarungen --
N Arbeitsblatter Letzte Anderung
— Weitere AUfgaben Baumdiagramme und Wahrscheinlichkeiten (Ausarbeitung) 06.02.2019
Binomialverteilung (Ausarbeitung) 06.02.2019
Kombinatorik (Ausarbeitung) 06.02.2018
1 Laplace-Experimente (Ausarbeitung) 06.02.2019
° Zlelgru p pen Mo‘:malvertzilung (Atwgarbeituwwg) ¢ 06.02.2019
— Leh rpersonen Pascalsches Dreieck T (Ausarbeitung) 06.02.2019
h Pascalsches Dreieck 11 (Ausarbeitung) 06.02.2019
— Schiilerlnnen Relative Haufigkeiten und Baumdiagramme {Ausarbeitung) 06.02,2019
Statistische KenngraBen und Boxplot (Ausarbeitung) 21.06.2018
Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsraume (Ausarbeitung) 06.02.2019
° WeiterentWiCkl Ung Zufallsvariablen (Ausarbeitung) 06.02.2019
Technologieblitter Letzte Anderung
Zufallsstreubereiche und Kenfidenzintervalle (Ausarbeitung) 08.02.201%9

KH - Lineare Funktionen
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https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/KH-Lineare_Funktionen.pdf

Arbeitsblatter & Technologieblatter

Diskrete Mathematik, Statistik & Stochastik

@ 40 Arbeitsblatter Kompetenzhefte Letzte Anderung
Finanzmathematik I 31.08.2018
Folgen und Reihen 31.08.2018
Kombinatorik 21.12.2018
Statistik I (Statistische KenngréBen, Boxplot, Diagramme) 21.06.2018
1 3 Stochastik I (Laplace, wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen) 06.02.2019
° 4 TeCh nOlOgleblatter Stochastik IT (Baumdiagramme, Binomialverteilung) 06.02.2019
Stochastik III (Normalverteilung) 06.02.201%
Arbeitsblatter Letzte Anderung
H Baumdiagramme und Wahrscheinlichkeiten (Ausarbeitung) 06.02.2019
o Unterrichtsgestaltung ot tomomny T oo
Kombinatorik (Ausarbeitung) 06.02.2019
Laplace-Experimente (Ausarbeitung) 06.02.2019
Normalverteilung (Ausarbeitung) 06.02,2019
. pascalsches Dreieck T (Ausarbeitung) 06.02.2019
o Ausa I’beltu ngen Pascalsches Dreieck II (Ausarbeitung) 06.02.2019
Relative Hiufigkeiten und Baumdiagramme {Ausarbeitung) 06.02.2019
Statistische KenngroBen und Boxplot (Ausarbeitung) 21.06.2018
Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsrsume (Ausarbeitung) 06.02.2019
.. Zufallsvariablen (Ausarbeitung) 06.02.2019
o Effizienz ]
Technologieblitter Letzte Anderung
Zufallsstreubereiche und Konfidenzintervalle (Ausarbeitung) 08.02.2019

AB - Funktionsgraphen
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https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Funktionsgraphen.pdf

Modularer Aufbau

Potenzen mit natiirlichen Exponenten @] MATHEMALS
FREVINDE

‘Wir verwenden die Potenzschreibweise, um uns Schreibarbeit zu ersparen:

Die Schreibweise o ist praktischer als a-a-a-a-a-a-a-a-a.

a"=gag-a-a-....q

Sprechweise: . hoch n® oder manchmal die ,n-te Potenz von a*
n Faktoren

Die Zahl a heifit Basis, die Zahl n heifit Exponent.

W FREUINIDE

Schreibweisen

Welche ganzen Zahlen verstecken sich hinter den folgenden Potenzen?

23 = 32 = 5l =

1= 0= (1) =

Rechenregeln fiir Potenzen

Kannst du erkliren, weshalb diese Rechenregeln gelten? Denke zum Beispiel an n = 3 und m = 2.

1) a® . g™ = g"tm

2) (a-b)"

a” - b"

Was kann ich verstehen? Was soll ich lernen?

Mathematik ma

Freu(n)de



Modularer Aufbau
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e
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 Es ist, was es ist. Das muss ich lernen.”

,,Das kann ich verstehen und erklaren."

. Hier soll ich aktiv werden.”

. Hier hilft mir Technologie beim Verstehen."

., Hier kommt ein Kochrezept."

., Diese Formel finde ich in der Formelsammlung."
»In diese Falle tappe ich nicht."”

,,Hier kann ich mich herausfordern.*
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. Hier soll ich aktiv werden.

und M. i

Mit der ersten Ableitung f’ untersuchen wir die
Steigung und das Monotonieverhalten von f:

Die Tangente an f an der Stelle z¢ ist waagrecht.
= ['(z0) 0

Die Steigung von f an der Stelle zg ist positiv.

= [(x0) 0

Die Steigung von f an der Stelle z( ist negativ.

= f(z0) 0

f ist monoton wachsend in Ja; b.

= f'(z) 0 fiir alle z in Ja; b[.

f ist monoton fallend in Ja; b[.

= [z

0 fiir alle @ in a; b[.

Im Beispiel rechts ist f eine Polynomfunktion von
Grad 3.

f! ist also eine Polynomfunktion von Grad

Kubische Funktion®*

" ist also eine Polynomfunktion von Grad

Skizziere rechts die Graphen von f’ und f”.

1)

as Riegler
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_Hier soll ich aktiv werden."

Steigung und Monotonieverhalten .% MAT:‘E;AIATIK
M FREV(N)DE
Mit der ersten Ableitung f’ untersuchen wir die

Steigung und das Monotonieverhalten von f: f(x) I
Die Tangente an f an der Stelle z( ist waagrecht.

— f’(f[‘,o):o 5 4 3 2 10 12 3 4 5 67

Die Steigung von f an der Stelle zq ist positiv.
> f(x0) >0

Die Steigung von f an der Stelle zq ist negativ.
> f(x0) <0 f()

f ist monoton wachsend in Ja; b[.

< f'(z) >0 fiir alle z in Ja; b[.

f ist monoton fallend in |a; b[.

< f'(z) <0 fiir alle z in Ja; b[.

Im Beispiel rechts ist f eine Polynomfunktion von I
Grad 3. Kubische Funktion® 1

f ist also eine Polynomfunktion von Grad 2.

f” ist also eine Polynomfunktion von Grad 1. TT TP 7L [ S A R R O

Skizziere rechts die Graphen von f’ und f”.
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. Das kann ich verstehen und erklaren."

Kurvige Figuren und ihre Fliche

Wir interessieren uns fiir den Flicheninhalt A
der links dargestellten Figur.

Die Formelsammlung hilft nicht.

Rechts haben wir ein Raster auf die Figur ge-
legt. Wie bringt uns das weiter?

Arbeitsblatt: Kulturtechnik Integration
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https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Kulturtechnik_Integration.pdf

_Hier soll ich aktiv werden."

Quadratur des Kreises?! .;%’ MATHEMATIK
- ‘macht
[ Ui
‘Wir beginnen mit etwas Vertrautem, ndmlich dem Kreis.

Die Seitenlidnge a eines einzelnen Quadrats im quadratischen Raster unten ist a = ci.

Der Flacheninhalt F' eines einzelnen Quadrats im Raster ist F' = cm?.

Die Quadrate im Raster, die vollstandig in der Kreis-
flache enthalten sind, bilden ecine Rechtecksfigur mit
Flacheninhalt U.

/ \ U= -F = cm?
U steht fiir Untersumme.

Die Quadrate im Raster, die mit der Kreisflache zumin-
dest teilweise iiberlappen, bilden eine Rechtecksfigur mit

\ / Flicheninhalt O.

O= - F = cm?
I~ — O stelt firr Obersumme.

Der Flicheninhalt A des Kreises liegt irgendwo zwischen der Untersumme und der Obersumme:

a

] ™~

<A< Wic kémntest du die Abschiitzungen verbessern?

Arbeitsblatt: Kulturtechnik Integration

Mathematik macht Freu(n)de



https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Kulturtechnik_Integration.pdf

_Hier soll ich aktiv werden."

Quadratur des Kreises?! ;%’ MA\;:LE‘:“‘K
[ o

Wir beginnen mit etwas Vertrautem, ndmlich dem Kreis.

Die Seitenlénge « eines einzelnen Quadrats im quadratischen Raster unten ist ¢ = cm.
Der Flicheninhalt F' eines einzelnen Quadrats im Raster ist F' = cm?.
Die Quadrate im Raster, die vollstdndig in der Kreis-
“ fliiche enthalten sind, bilden eine Rechtecksfigur mit
Flicheninhalt U.
/ \ U=32-F= cm?
U steht fiir Untersumme.
Die Quadrate im Raster, die mit der Kreisfliche zumin-
dest teilweise iiberlappen, bilden eine Rechtecksfigur mit
\ / Flacheninhalt O.
0=60-F= cm?
I~ ] O steht fiir Obersumme

Der Fliacheninhalt A des Kreises liegt irgendwo zwischen der Untersumme und der Obersumme:

U<A<O Wie kénntest du die Abschitzungen verbessern?

Arbeitsblatt: Kulturtechnik Integration

Lukas Riegler Mathematik macht Freu(n)de
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_Hier soll ich aktiv werden."

Anniherung durch Rechtecksfiguren .s%’ MAT':.E::‘A“K
W FREVINIDE

Unten siehst du den Graphen von f(z) = 0,1 2%+ 1.

Wir wollen den Flicheninhalt A zwischen dem Graphen und der z-Achse im Intervall [1; 8] abschétzen.
Dazu zerschneiden wir die Flache in 7 gleich breite Streifen.

Den Flacheninhalt eines jeden Streifens schétzen wir mit Rechtecken nach unten und nach oben ab.

Arbeitsblatt: Kulturtechnik Integration

Lukas Riegler Mathematik macht Freu(n)de
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_Hier soll ich aktiv werden."

Annsherung durch Rechtecksfiguren J%l THENATI
W REU(NIDE
Unten sichst du den Graphen von f(z) =0,1- 22+ 1.

Wir wollen den Flicheninhalt A zwischen dem Graphen und der z-Achse im Intervall [1; 8] abschétzen.

Dazu zerschneiden wir die Fliche in 7 gleich breite Streifen.
Den Flicheninhalt eines jeden Streifens schétzen wir mit Rechtecken nach unten und nach oben ab.

z 1 2 3 4 5 6 7 8
fl@) | 11 1,4 1.9 2,6 3,5 4,6 5,9 7.4
L1414 14459 1=21<A<273=14-1419-1+ - +74-1

Arbeitsblatt: Kulturtechnik Integration
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Verfeinerung

MATHEMATIK

o FR’:;(N]DE
Die Untersumme im linken Bild ist U = 21. Die Obersumme im mittleren Bild ist O = 27,3.
Die Gesamtfliche der gefiirbten ,Fehlerrechtecke® im rechten Bild ist E = Error
1k /"" 8 ¥ //’ Y /"
7 Zl 7 71 7 (
6 6 6
5 4 5 7 5
4 4 4 7 4 Z
3 4 3 7 3 A Z
2 ¥ 2 %7 2 éz
A —— e 14— =1 Ty _,,,é
Z, Z. €.
-1 4 9 -1 1 4 9 -1 1 2 3 4 7 9

Wir verfeinern die Zerlegung, indem wir die Breite aller Rechtecke halbieren:

8Y 8| ¥ / 8| Y
7 % 7 %
. ZZ B 77
5 /1 5 I
4 44 4 77
3 Lé 3 77
A P
2 UpZ 2 T
=
. .
-1 4 9 > 1 1 4 9 4 1 1 2 4 7

Ob wir wohl den Gesamtfehler beliebig klein machen kénnen?
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» Hier hilft mir Technologie beim Versteh

Konstruktion einer Stammfunktion Q%

Die dargestellten Flichen haben die Inhalte A1 =2, A2 =2, A3 =4 und Ay = 1.

"
Die Funktion F mit F(z) = / f(t)dt ist im Intervall [0;8] definiert.
0

6 1) Trage 5 verschiedene Wertepaare der Funktion F ein:
5
5
) F()
3

2) Wenn f(z) > 0 in einem Intervall gilt, dann ist F' in

2
diesem Intervall streng monton
1
A Wenn f(z) < 0 in einem Intervall gilt, dann ist F in
0
2
A diesem Intervall streng monton

Arbeitsblatt: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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» Hier hilft mir Technologie beim Versteh

Konstruktion einer Stammfunktion Q%

Die dargestellten Fliachen haben die Inhalte Ay =2, Ay =2, A3 =4 und Ay =1.

@
Die Funktion F mit F(z) = / f(t)dt ist im Intervall [0; 8] definiert.
JO

6 1) Trage 5 verschiedene Wertepaare der Funktion F ein:
r
5
! T 0 1 3 6 8
4
F(x) 0 2 0 1 5
3
2) Wenn f(x) > 0 in einem Intervall gilt, dann ist F' in
2
diesem Intervall streng monton wachsend.
1
A A3 Ay Wenn f(z) < 0 in einem Intervall gilt, dann ist F in
0 4 5 & 71 8 . )
diesem Intervall streng monton fallend.
-1

Arbeitsblatt: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
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_Hier soll ich aktiv werden."

Der Hauptsatz im Einsatz % LATHEMATIC
M FREU(NIDE

1) Stelle mithilfe von f eine Formel auf, mit der du den 7
rechts dargestellten Flicheninhalt A berechnen kannst.

A=

2
Die dargestellte Funktion F ist eine Stammfunktion von f. M/L

2) Berechne A mit dem Hauptsatz. r

S b Lo

A=

Lukas Riegler Mathematik macht Freu(n)de



_Hier soll ich aktiv werden."

Der Hauptsatz im Einsatz f% ATHEMATI
W FREVINIDE

1) Stelle mithilfe von f eine Formel auf, mit der du den 7
rechts dargestellten Flicheninhalt A berechnen kannst.
0 U 4
A= flx)da
6 2
"
Die dargestellte Funktion F ist eine Stammfunktion von f. 5 b ‘41 5 ;
-1
2) Berechne A mit dem Hauptsatz. a 2
-3

A=F(0)—F(-6) =6—(-2) =8

Lukas Riegler Mathematik macht Freu(n)de



_Hier soll ich aktiv werden."

i

Untersumme/Obersumme — Verfeinern — Grenzwert oder ein Fingerschnipsen mit dem Hauptsatz j%f MATHEMATIK
FREUNDE

Der Graph der Funktion f mit f(x) =e” —3-sin(z) + 1 ist dargestellt.

5 f@) 1) Markiere links eine Fliche, deren Inhalt mit

A= /1;1(1) dx

=z berechnet wird.

2) Ermittle eine Stammfunktion F' von f.

3) Berechne A mit dem Hauptsatz. Warum héngt das Ergebnis nicht davon ab, welche Stammfunktion wir wéihlen?

A=

Mathematik ma

Freu(n)de



_Hier soll ich aktiv werden."

Untersumme/Obersumme — Verfeinern — G oder ein Fing i mit dem Hauptsatz *%-{ %

LS
Der Graph der Funktion f mit f(x) =e" —3-sin(z) + 1 ist dargestellt.

1) Markiere links eine Fliche, deren Inhalt mit

A= /j{ f(x)dx

x, berechnet wird.
3
2) Ermittle eine Stammfunktion F von f.
F(z) =e"+3-cos(z)+
3) Berechne A mit dem Hauptsatz. Warum hiingt das Ergebnis nicht davon ab, welche Stammfunktion wir wihlen?

A=F(1) - F(=3) = 5,339... — (—5,920...) = 11,25...

Lukas Riegler Mathematik ma
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Beim Roulette gibt es 37 durchnummerierte Felder mit den Zahlen
von 0 bis 36. Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein
Feld ist griin. Das Casino bietet folgendes Spiel an:

Man setzt cinen Einsatz auf ,Rot* oder ,Schwarz®. Wenn die Ku-
gel auf einem Feld mit der getippten Farbe landet, erhilt man das
Doppcelte des Einsatzes zuriick. Andernfalls verliert man den Einsatz.

Lukas setzt 37 € auf ,Rot*. Die Zufallsvariable X gibt seinen Gewinn nach Abzug vom Einsatz an.
1) Trage die moglichen Werte von X und ihre Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein.

2) Berechne den Erwartungswert von X.

)

B(X) =
P(X = ;)

Interpretation des Erwartungswerts im Sachzusammenhang:
‘Wenn Lukas immer wieder 37 € auf ,Rot“ setzt, dann sollte er auf lange Sicht einen durchschnittlichen

Verlust von pro Spiel erwarten. Versuche dein Gliick also besser mit Spielgeld.

Arbeitsblatt: Zufallsvariablen

as Riegler Mathematik macht Freu(n)de


https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/GeoGebra/Roulette.ggb
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Beim Roulette gibt es 37 durchnummerierte Felder mit den Zahlen
von 0 bis 36. Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein
Feld ist griin. Das Casino bietet folgendes Spiel an:

Man setzt einen Einsatz auf ,Rot“ oder ,Schwarz®. Wenn die Ku-
gel auf einem Feld mit der getippten Farbe landet, erhélt man das
Doppelte des Einsatzes zuriick. Andernfalls verliert man den Einsatz.

Lukas setzt 37 € auf ,Rot*. Die Zufallsvariable X gibt seinen Gewinn nach Abzug vom Einsatz an.
1) Trage die moglichen Werte von X und ihre Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein.

2) Berechne den Erwartungswert von X.

ans 37 € -37€

¢

%
o
3

P(X = ;) .

3
Al

3

Interpretation des Erwartungswerts im Sachzusammenhang:
‘Wenn Lukas immer wieder 37 € auf ,Rot“ setzt, dann sollte er auf lange Sicht einen durchschnittlichen

Verlust von 1 € pro Spiel erwarten. Versuche dein Gliick also besser mit Spielgeld.

Arbeitsblatt: Zufallsvariablen
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»Hier hilft mir Technologie beim Verstehen."

Von der Binomialverteilung zur Normalverteilung MAI:.E(:IIAT\K
FREU(NIDE

Bei n = 720 Wiirfen nimmt das Sdulendiagramm von S7 die folgende Form an:

004
T

Animationen:
y-Achse variabel skaliert

y-Achse fix skaliert

Anzahl Sechser,
80 8 9 9 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155

Markiere eine Fliache, deren Inhalt die WS fiir mindestens 130 Sechser und hochstens 140 Sechser ist.
Wir haben hier auch den Graphen einer ganz bestimmten Funktion f eingezeichnet.
Dieser Graph schmiegt sich an das glockenformige Profil des Saulendiagramms.

Wie wiirdest du mit f diese Wahrscheinlichkeit néherungsweise berechnen?

P(130 < Sta9 < 140) ~

Arbeitsblatt: Normalverteilung
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https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/GeoGebra/Binomialverteilung-Normalverteilung.ggb
https://mathematikmachtfreunde.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Normalverteilung.pdf

Ak

@

Vielen herzlichen Dank fiir das Interesse!

Anmeldung zum Newsletter: https://mmf.univie.ac.at

E-Mail: lukas.riegler@univie.ac.at

Lukas Riegler Mathematik macht Freu(n)de


https://mmf.univie.ac.at
mailto:lukas.riegler@univie.ac.at

