ProJEKT MMF AB — BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Auswahlproblem @M i F

Aus 8 Personen soll eine Gruppe von 3 Personen ausgewéhlt werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es?
Auf dem Arbeitsblatt — Kombinatorik haben wir dafiir zwei Losungswege entwickelt:

1) Sarah stellt die 8 Personen in eine Reihe und verteilt 3 griine Kugeln und 5 rote Kugeln.
Jedes Farbmuster entspricht genau einer Auswahl von 3 Personen.
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Fiir die Anzahl moglicher Gruppen gilt also:
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2) Lukas baut die Gruppe schrittweise auf:

Es gibt 8- 7.6 = 336 Moglichkeiten, um nacheinander 3 Personen auszuwéhlen.

Jede Gruppe — z.B. Arabella, Bernhard und Carina — wird dabei aber mehrfach gezéhlt,
némlich 3! = 6 Mal.
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Binomialkoeffizient @ m F

Aus n unterscheidbaren Objekten soll eine Menge von k Objekten ausgewéahlt werden.

Fiir die Anzahl méglicher Gruppen gilt also:

Die Reihenfolge der Auswahl ist dabei nicht WiChtig. Bei Mengen ist die Reihenfolge der Elemente nicht wichtig.

Dann gibt der Binomialkoeffizient (:) die Anzahl verschiedener Auswahlmoglichkeiten an:
k Faktoren
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Sprechweise: ,n dber k“

Symmetrie des Binomialkoeffizienten @ M
_MmF

Sarah soll aus 8 Personen eine Gruppe von 3 Personen auswéhlen.
Leon soll aus 8 Personen eine Gruppe von 5 Personen auswéhlen.
Begriinde, warum beide gleich viele Moglichkeiten haben.

Kombinatorische Begriindung: Rechnerische Begriindung;:
Wenn Sarah 3 Personen fiir die Gruppe auswéhlt, dann wéahlt sie

gleichzeitig 5 Personen aus, die nicht in die Gruppe kommen. Jeder 8 _ 8! _ 8! _ 8
Auswahl von Sarah entspricht also genau eine Auswahl von Leon. 3 351 5.3l 5

8 8
Es gilt also (3) = <5> und allgemein (:) = ( " k:) fur alle natirliche Zahlen mit 0 < k <mn.
n —

Die Binomialkoeffizienten haben viele weitere Eigenschaften, die man sowohl kombinatorisch als auch rechnerisch begriinden kann.

Binomialkoeffizienten @_Mmr
Berechne ohne Taschenrechner.
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Richtungswahl -4
¥ MmF

Nina steht im Punkt A und mdchte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.
B

Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Nina?

Jeder Weg von A nach B entspricht genau einer Abfolge von

insgesamt 4 Schritten nach oben und 7 Schritten nach rechts

in beliebiger Reihenfolge. Zum Beispiel: (R, O, R, R,0,0, R, R, R,0, R)

A
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11! 11
Nina hat also < ) = 330 mogliche Wege von A nach B.
/
Multiplikationsregel %ﬁMmF

Der hungrige Josef steht im Punkt A und md&chte entlang der Pfeile zum Punkt B kommen.

B Wie viele mogliche Wege von A nach B hat Josef,
wenn die Donerbude im Punkt D am Weg liegen muss?

D Jeder mogliche Weg fiir Josef ist eine Abfolge von einem Weg

A — D und (unabhéngig von der Wahl) einem Weg D — B.
1) A— D: (§) =15 Wege

A 2) D— B: (5) = 10 Wege

Josef hat also 15 - 10 = 150 mogliche Wege von A nach B, bei denen der Punkt D am Weg liegt.
/

Additi 1 %
itionsrege -%7].“ A F

Kathi steht im Punkt A und méchte entlang der Pfeile zum Punkt B
kommen. Wie viele mégliche Wege von A nach B hat Kathi?

Kathi kann im ersten Schritt entweder nach oben oder nach unten
gehen. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

4 5 1) Wenn Kathi nach oben geht, hat sie (E) = 35 Wege nach B.

2) Wenn Kathi nach unten geht, hat sie (g) = 15 Wege nach B.

Kathi hat also insgesamt 35 + 15 = 50 mogliche Wege von A nach B.

)
Ins Blaue raten Mmr

Bei einer Multiple-Choice-Frage ,,2 aus 5* gibt es 5 Antworten, von denen genau 2 richtig sind.
Man muss 2 dieser 5 Antworten ankreuzen.

1) Wie viele Moglichkeiten gibt es, um 2 aus 5 Antworten anzukreuzen?
2) Wie viele Moglichkeiten gibt es, um 2 falsche Antworten anzukreuzen?

3) Wie viele Moglichkeiten gibt es, um mindestens eine richtige Antwort anzukreuzen?

1) (;):10 2) @):3 3)10-3=7

Fir jede der 10 Moglichkeiten aus 1) gilt:
Entweder keine Antwort ist richtig oder mindestens eine Antwort ist richtig, also entweder 2) oder 3).

Die Wahrscheinlichkeit, dass man durch zufilliges Ankreuzen mindestens eine richtige Antwort ankreuzt, ist deshalb % =70%.

Mehr zur Berechnung solcher Wahrscheinlichkeiten findest du auf dem Arbeitsblatt — Laplace-Experimente.

- J
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Auswahlprobleme @@’ MmF

-
Aus n unterscheidbaren Boxen sollen k& Boxen ausgewahlt werden. . . . .
Wie viele Méoglichkeiten gibt es dafiir?
Die Losung hiangt von den Antworten auf die beiden folgenden Fragen ab:

1) Kommt es auf die Reihenfolge an, in der die Boxen ausgewéhlt werden oder
ist die Reihenfolge nicht wichtig?

2) Darf jede Box hochstens einmal gewéhlt werden oder darf jede Box beliebig oft gewéhlt werden?

Reihenfolge wichtig?

Mehrfachauswahl erlaubt? Mehrfachauswahl erlaubt?
nk =) (G (v)

Es folgt jeweils eine zugehorige Aufgabe. Trage dann die Abzédhlformel in die Késtchen oben ein.

Variationen mit Wiederholung @M
mF

-
1) Vor dir stehen n = 3 Boxen, die von 1 bis 3 durchnummeriert sind. . . .
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um k = 5 unterscheidbare Bélle

in die Boxen zu legen, wenn in jede Box beliebig viele Bélle passen?

Da die Balle unterscheidbar sind, ist die Reihenfolge der Boxen-Auswahl wichtig. @ @ @ @ @

Da in jede Box beliebig viele Bélle passen, ist die Mehrfachauswahl von Boxen erlaubt.

3-3-3-3-3=3%=243

2) Trage mithilfe von n und k die Abzdhlformel in das Késtchen im Entscheidungsbaum oben ein.

Variationen ohne Wiederholung @M
mF

s
1) Vor dir stehen n = 8 Boxen, die von 1 bis 8 durchnummeriert sind. . . . .
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um k& = 5 unterscheidbare Bélle n

in die Boxen zu legen, wenn in jede Box hochstens ein Ball passt?

Da die Balle unterscheidbar sind, ist die Reihenfolge der Boxen-Auswahl wichtig. @ @ @ @ @

Da in jede Box hochstens ein Ball passt, ist keine Mehrfachauswahl von Boxen erlaubt.

8!
= — =06720

8-7-6-5-4—3!

2) Trage mithilfe von n und k die Abzdhlformel in das Késtchen im Entscheidungsbaum oben ein.

Kombinationen ohne Wiederholung @M
mF

s
1) Vor dir stehen n = 8 Boxen, die von 1 bis 8 durchnummeriert sind. . . . .
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um k = 5 nicht unterscheidbare Bélle n

in die Boxen zu legen, wenn in jede Box hochstens ein Ball passt?

Da die Balle nicht unterscheidbar sind, ist die Reihenfolge der Boxen-Auswahl nicht wichtig. O O O O O

Da in jede Box hochstens ein Ball passt, ist keine Mehrfachauswahl von Boxen erlaubt.

8 8!
<5 = 5131 = 56 (Farbe 5 Boxen grin und 3 Boxen rot.)

2) Trage mithilfe von n und k& die Abzéhlformel in das Késtchen im Entscheidungsbaum oben ein.

%
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Kombinationen mit Wiederholung ﬁ—MmF
fVor dir stehen n = 3 Boxen, die von 1 bis 3 durchnummeriert sind. . . .
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um k& = 5 nicht unterscheidbare Bélle
in die Boxen zu legen, wenn in jede Box beliebig viele Bélle passen?
Da die Balle nicht unterscheidbar sind, ist die Reihenfolge der Boxen-Auswahl nicht wichtig. Q O Q Q O
Da in jede Box beliebig viele Balle passen, ist die Mehrfachauswahl von Boxen erlaubt.
Mbogliche Aufteilungen sind zum Beispiel: (3,0,2), (3,2,0), (1,1,3), (5,0,0), (0,5,0), (2,1,2), ...

Wie viele Aufteilungen sind moglich? Dazu 16sen wir zuerst ein (scheinbar) anderes Abzahlproblem:

Wir fiigen den k = 5 Billen noch n — 1 = 2 gleiche Bélle hinzu.
Danach legen wir diese k +n —1 =7 Bille in eine Reihe.

1 2 3 4 5 6 7
Aus dieser Reihe wahlen wir eine Menge von k& = 5 Positionen aus. O O Q O O O O

Die Bille an diesen Positionen legen wir schliefflich in die Boxen. 1 92 3 -

4 5 6
Die anderen n — 1 = 2 Balle farben wir schwarz. O O . O . Q O

Im Bild rechts sind das die Bélle auf den Positionen 3 und 5.

Fiir diese Auswahl von n — 1 =2 bzw. k =5 Positionen aus den k +n — 1 =7 Positionen gibt es

()= ()= 0) -

Moglichkeiten. Tatséchlich haben wir damit auch das urspriingliche Abzéhlproblem schlau gelost:

Die n — 1 = 2 schwarzen Bélle betrachten wir namlich als ,, Trennzeichen®“ zwischen den n = 3 Boxen.

OzO . Q . 020 Féarben wir zum Beispiel die Bélle auf den Positionen 3 und 5 schwarz,
dann entspricht das der Aufteilung (2, 1,2) auf die 3 Boxen.

——— ~— ———
. . . Alle weiflen Balle links vom ersten schwarzen Ball, kommen in Box 1.

Alle weiflen Bélle zwischen dem ersten und dem zweiten schwarzen Ball, kommen in Box 2.

O O O . . O O Alle weilen Balle rechts vom zweiten schwarzen Ball, kommen in Box 3.

3 0 2

] ] ] Wollen wir zum Beispiel die Aufteilung (3,0, 2) auf die 3 Boxen,
=

dann farben wir die Balle auf den Positionen 4 und 5 schwarz.

Auswahlprobleme A
AL MmF

Du hast 3 Gummibérchen in 3 verschiedenen Farben. Wofiir gibt es mehr Moglichkeiten?

1) Die 3 Gummibérchen auf 8 Personen verteilen. Personen <+ unterscheidbare Boxen
Jede Person darf aU.Ch mehrere Gummibéirchen erhalten. Gummibarchen < unterscheidbare Balle

1) 8-8-8 =512 Moglichkeiten
2) 9-8-7 =504 Moglichkeiten

oder

2) Die 3 Gummibérchen auf 9 Personen verteilen.
Jede Person erhélt hochstens ein Gummibérchen.

Du hast 3 nicht unterscheidbare Gummibérchen. Wofiir gibt es mehr Moglichkeiten?

1) Die 3 Gummibérchen auf 10 Personen verteilen. Personen > unterscheidbare Boxen
Jede Person erhélt héchstens ein Gummibérchen. Gummibérchen <+ nicht unterscheidbare Balle
oder 1) () = 120 Moglichkeiten
2) (*17) = 120 Moglichkeiten
2) Die 3 Gummibérchen auf 8 Personen verteilen.
Jede Person darf auch mehrere Gummibérchen erhalten.
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Rot oder griin? %mF
Auf Sebastians Schulweg sind 9 Ampeln.

An einem Tag merkt sich Sebastian bei jeder Ampel am Schulweg, ob sie rot oder griin war.

1) Wie viele Abfolgen (rot/griin) sind bei 9 Ampeln moglich?
2) Wie viele Abfolgen mit genau 3 roten Ampeln sind moglich?

3) Wie viele Abfolgen mit mindestens 2 roten Ampeln sind méoglich?

1) 2-2-....2=29 =512
Notiere bei einer Ampel nach der anderen, ob sie rot oder griin ist. Zum Beispiel: (R, R,G, R,G, G, R, G, R)
9! 9
2) = (7] =84
3! 6! 3

Anzahl Anordnungen von (R, R, R,G,G,G,G,G,G)

3) 2 -1 -9 =502
Bei jeder der 512 Abfolgen sind 0, 1, 2, ..., 8 oder 9 Ampeln rot. Fiir 0 rote Ampeln gibt es 1 Abfolge.

Fir genau 1 rote Ampel gibt es 9 Abfolgen. Bei allen anderen Abfolgen sind mindestens 2 Ampeln rot.

)

Farbungen -? ”
i MmF

Zum Einfarben von 8 nicht unterscheidbaren Ostereiern hast du 4 verschiedene Farben.
Du sollst jedes Osterei mit genau einer Farbe einfarben, wobei verschiedene Ostereier die gleiche Farbe
haben diirfen. Wie viele verschiedene Einfdrbungen sind insgesamt moglich?

8+3 11

g =lg]= 165 Moglichkeiten

Es gibt n = 4 verschiedene Farbtopfe (Boxen). Die k = 8 nicht unterscheidbaren Ostereier (Bélle) sollen beliebig auf diese Farbtopfe

verteilt werden. Da die Ostereier nicht unterscheidbar sind, ist die Reihenfolge der Farbtopf-Auswahl nicht wichtig. Die Mehrfach-

auswahl von Farbtopfen ist erlaubt. Wir fiigen den 8 Ostereiern also 3 Ostereier als ,, Trennzeichen“ zwischen den Farbtopfen hinzu.

J
Lotto-Dreier /{’ MmF

Beim Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45 gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 nummeriert sind.

Mit einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 dieser 45 Zahlen. Zum Beispiel: {3, 6,19, 23, 26,42}
a) Wie viele verschiedene LOttO—TippS gibt es? Die Reihenfolge, in der die 6 Zahlen getippt werden, ist egal.
45
= 8145060

b) Davids Lotto-Tipp ist {1,2,3,4,5,6}.
Bei einer Lotto-Ziehung werden 6 der 45 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und sortiert.

Wie viele Lotto-Ziehungen gibt es, die genau 3 der 6 getippten Zahlen enthalten?
Zum Beispiel wire die Ziehung {2, 3, 6,25, 38,42} ein solcher , Lotto-Dreier” fiir David.

OXORORORORORNORONORIC

Jeder Lotto-Dreier setzt sich fiir David folgendermaflen zusammen:

Genau 3 gezogene Zahlen sind von seinem Lotto-Tipp {1,2,3,4,5,6} .
Unabhdngig davon sind die anderen 3 gezogenen Zahlen nicht von seinem Lotto-Tipp.

Fiir die Anzahl solcher Lotto-Ziehungen gilt also: g . 339 = 182780

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Lotto-Dreier ist deshalb 813576380 =224..%.

Diese Wahrscheinlichkeit kénnen wir auch mithilfe von Baumdiagrammen berechnen.

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz.
https://mmf.univie.ac.at
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