ProJEKT MMF AB — HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

Integralfunktion ? ‘
L MmF

Der Graph einer stiickweise linearen Funktion f ist im Intervall [0;9] dargestellt.

z F(x) Die Funktion F' mit
81y

0 0 z

Flz) = / £(b)dt ,
1 2 0 3 F
9 4 ist auch im Intervall [0; 9] definiert. s
3 6 4
4 75 1) Vervollsténdige links die Wertetabelle.
5 8 2) Den grofiten Funktionswert nimmt die 24

Funktion F' an der Stelle x =5 an. . f
6 7,5

3) Skizziere rechts den Graphen der s T N T s gx

7 6 Funktion F' im Intervall [0;9]. »
8 4 -
9 9 Die Funktion F heifit auch Integralfunktion.

Konstruktion einer Stammfunktion
@Mml—'

s
Die links unten dargestellten Flachen haben die Inhalte A1 =2, Ay =2, A3 =4 und A4 = 1.

Die Funktion F' mit F(x) = / f(t) dt ist im Intervall [0; 8] definiert.
0

Y
6 1) Trage 5 verschiedene Wertepaare der Funktion F ein:
° / x 0 1 3 6 8
¢ e F(z) 0 2 0 4 5
3
\ /7< Streiche bei 2), 3) und 4) jeweils passend durch.
2
; 2) Wenn in einem Intervall f(z) > 0 gilt, dann ist F'
1 in diesem Intervall streng monoton steigend / fallend.
A Az A,
4 \
0 2 / . 5 6 7 8 Wenn in einem Intervall f(z) < 0 gilt, dann ist F'
y \fb/ in diesem Intervall streng monoton steigend / fallend.

3) Im Punkt (1 |2) hat F' einen Hochpunkt / Fiefpunkt / Sattelpunkt.
Im Punkt (3| 0) hat F' einen Heehpunkt / Tiefpunkt / Sattelpunks.
Im Punkt (6 | 4) hat F' einen Hoehpunkt / Fiefpunkt / Sattelpunkt.

4) Wenn f ein lokales Maximum hat, dann Wenn f ein lokales Minimum hat, dann
hat die Steigung von F' an dieser Stelle ein hat die Steigung von F' an dieser Stelle ein
lokales Minimum / Maximum. lokales Minimum / Mascimum.

5) Skizziere oben den Graphen der Funktion F' im Intervall [0; 8].

Vieles deutet darauf hin, dass die Integralfunktion F' eine Stammfunktion von f ist,
also dass F/ = f gilt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bestétigt diese Vermutung.

Datum: 25. Januar 2024
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung @_MmF

Fiir jede stetige Funktion f gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

1) Die Funktion F' mit

F(z) = /0m F(b) dt

/” b F(t)dt

0 a b

ist eine Stammfunktion von f.

Es gilt also F’(x) = f(x) an jeder Stelle z.
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2) Mithilfe dieser Stammfunktion F' kénnen wir / f(t)dt berechnen:

b b a
| rwat= [Crwa- [0 di=Fo) - Fa)

Das bestimmte Integral von f in [a;b] ist also genau die absolute Anderung von F' in [a;b].

/
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ‘%—MmF
Die Funktion F ist die Stammfunktion von f mit F(0) =0. y
Trage Zahlen richtig in die Késtchen ein: °
. 5
/ flz)dz=F(1)=F(0)=2—0=2 :
F
03 .
/ fl@)dz=F @)= F(1)=0-2= -2 )
1
6 NN
/ flz)dz = F(6)— F(3) =4—0=4 A\ 4 I\ /I,
3 0 1 2 4 5 6 7
8 » Ay
/ flx)dr=F(®)—F(6)=5—4=1
6

\

)
Startwert @M mF

T
Tatséchlich ist die Funktion x — / f(t)dt fiir jede untere Grenze a € R eine Stammfunktion von f.
a

Die Stammfunktion F(z) = / ) f(t)dt unterscheidet sich Y
0

zum Beispiel von G(z) = / f(t)dt an jeder Stelle z nur
42

um eine Konstante ¢, die nicht von x abhangt, denn es gilt:

T T 42
F(z) - Glz) = / £l dt —/ foydi= [ f)dt=ec _
0 42 0
Die Graphen der beiden Funktionen F' und G unterscheiden sich also
nur um eine Verschiebung um c¢ Einheiten in vertikaler Richtung.
Die Steigung bleibt bei einer Verschiebung in vertikaler Richtung an jeder Stelle unveréndert.
Es gilt also: G'(z) = F'(x) = f(x)

Die Funktion G ist damit so wie F' auch eine Stammfunktion von f.

xT

Der Graph der Stammfunktion G(z) = / f(t)dt ist vertikal so verschoben, dass G(42) =0 gilt.
42

)
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung @@" M
mF

-

1
Das bestimmte Integral / z? dz konnen wir zwar als Grenzwert von Obersummen berechnen.
0

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die Berechnung aber deutlich kiirzer:

1) Ermittle eine beliebige Stammfunktion F der Funktion f mit f(z) = 2. f(z)
1
1 .
F(z)=--2° oe ¥
0.6
2) Berechne das bestimmte Integral mit dem Hauptsatz: o f
02 / f(z)dx
1 1 1 0 X
/ deSU:F(l)—F(O):f—O:f 0 02 04 06 08 1
0 3 3

J
Schreibweise Q—M m F

Die folgende kiirzere Schreibweise ist bei der Anwendung des Hauptsatzes iiblich:

1 1 .1 1 1
2 3

zvde = - - =——0==

/0 o 3:c o 3 3

Geschwindigkeit-Zeit-Funktion <% ’
¥ _MmF

Die Geschwindigkeit eines Autos wird 14 Sekunden lang aufgezeichnet.
Der Graph der zugehorigen Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v ist rechts unten dargestellt. Dabei gilt:

v(t) = —0,04-t3+0,6-t> —0,8-t+12 o(t) in m/s

30

t... Zeit in Sekunden (¢t > 0)
v(t) ... Geschwindigkeit des Autos zum Zeitpunkt ¢ in m/s

10 L A=156,16m
1) Zeichne rechts eine Fliche mit Inhalt A = / v(t)dt ein. : |t in Sekunden
2

0 1K23456789101112131415
2) Berechne A mit dem Hauptsatz, und interpretiere das Ergebnis im Sachzusammenhang.

10 ‘ 10
/ v(t)dt = —0,01 -t 4023 - 041> +12-t ‘ = 180 — 23,84 = 156,16
J2 2

Das Auto legt im Zeitintervall [2; 10] insgesamt 156,16 m zuriick.

Orientierter Fliacheninhalt ‘%_M m F

Rechts ist die Sinusfunktion dargestellt: f(z) = sin(x)

2. 1 :
a) Berechne f(l’) dx . (Winkel im Bogenmaf) f
0

b) Berechne den Fliacheninhalt, den der Graph von f
im Intervall [0;2 - 7] mit der z-Achse einschliefit.

‘2'71'

2.7
a) /0 sin(z) de = — cos(z) . = -1—-(-1)=0

" s 27 2.
b) / sin(z) dx = — cos(x) ‘0 =1—-(-1)=2 / sin(z) dx = — cos(x) ’ =—1-1=-2
0 T ™

\_ Die grau markierte Flache hat also den Inhalt 4. )
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Was steckt hinter dem Hauptsatz? @_MmF

e R
Der Graph von f(x) = 22 ist unten dargestellt. Wir betrachten die Integralfunktion F(x) = / flt)de.

0

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt aus, dass F'(z) = f(z) = 22 gilt.

Wir weisen jetzt ohne Verwendung des Hauptsatzes nach, dass tatsichlich F'(2) = f(2) =4 gilt.

Markiere die Fliache mit Inhalt F'(2): Markiere die Fliache mit Inhalt F'(2,5):

Berechne den Flacheninhalt U: Markiere nun die Flache Berechne den Flacheninhalt O:
mit Inhalt F'(2,5) — F'(2):

U= f(2)-05=2 O=f(25)-05=3,125
0] /() 10l /@) 10l f(®)
8 8 8
6 6 6
4 4 4
2 I ) ) ) f 0]

t t

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Statt der Breite 0,5 wihlen wir jetzt eine variable, kleine Breite h > 0. Dann gilt:

U=f@2)-h A=F(2+h) - F(2) O=f2+h) h
0] @) 0] S 10/ @)
6 6 6 h
) ! ) ! A ) f 0
h t t
F(2+h)—F(2
Wir dividieren die Ungleichung U < A <O durch h > 0: f(2) < 2+h) @) < f(2+h)

h
F(2+h) — F(2)

Wir bilden den Grenzwert h — 0. Dann gilt lim =F'(2) und lim f(2+h) = f(2),
h—0 h—0

weil f stetig ist.
Es folgt f(2) < F'(2) < f(2), also muss tatsdachlich F'(2) = f(2) gelten.

Die Monotonie von f vereinfacht die Begriindung. Tatséchlich gentigt es, wenn f eine stetige Funktion ist.

.
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