ProJEKT MMF AB — INTEGRATION DURCH SUBSTITUTION

Kettenregel

Die Funktion h ist die Verkettung zweier differenzierbaren Funktionen f und g:

h(z) = f(g(=))

Die Ableitungsfunktion von A kénnen wir systematisch mit der Kettenregel ermitteln:
W (x) = f'(g(x)) - 9'(x)

Ermittle eine Gleichung der Ableitungsfunktion A’ von h(x) = cos(z?).

W (z) = —sin(z?) -2 -z

J
Lineare innere Funktion @MmF

Ermittle die Gleichung der Ableitungsfunktion A’ mit der Kettenregel.

Die innere Funktion der verketteten Funktion h ist linear.

Ermittle die Gleichung einer Stammfunktion H durch Umkehrung der Kettenregel.

a) h(x) = et®2 b) h(z) =sin(3-z+1)
B (z) = et 2.4 h(x)=cos(3-x+1)-3
H(a;):e4“”*2~% H(:x):—cos(S-:L‘—i—l)-%

Stammfunktionen verketteter Funktionen @MmF

Es gibt keine Rechenregel, um im Allgemeinen aus einer verketteten Funktion h
systematisch eine Funktionsgleichung einer Stammfunktion H zu ermitteln.

a) Fiir die Funktion h mit h(z) = e*” lisst sich mit den elementaren Funktionen
keine Stammfunktion H ermitteln.

b) Fiir die Funktion A mit h(z) =4-x-e* lédsst sich mit den elementaren Funktionen
eine Stammfunktion H ermitteln. Die Funktion h ist namlich das Ergebnis der Anwendung einer Kettenregel.

1) Begriinde, warum die Funktion N mit N(z) = e keine Stammfunktion von h ist.

2) Passe die Funktionsgleichung von N an, um eine Stammfunktion H von h zu ermitteln.
1) Wir ermitteln N’ mit der Kettenregel:

N'(z)=e" 2244 2" (2B.an der Stelle z = 1)
2) Wir passen den konstanten Faktor an, um eine Stammfunktion H von h zu ermitteln:

2 2

H(z)=2-¢" = H/([L’)ZQ-SIQ'(2'1?):4~.’L'-€I =h(z) v

/
Umkehrung der Kettenregel Q—M
W mF

Wenn eine Funktion h die Form
h(z) = f'(g(z)) - ¢(z)-a mitacR

hat, dann kénnen wir durch Umkehrung der Kettenregel eine Stammfunktion H ermitteln:
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f Integration durch Substitution %\,OLMmF
Die Funktion A mit h(z) =4-z-¢e* hat diese Form h(z) = f'(g9(z)) - ¢'(z) - a, weil die

Ableitung der inneren Funktion 2 bis auf einen konstanten Faktor mit 4 - z iibereinstimmt.

In so einem Fall hat sich zur systematischen Ermittlung einer Stammfunktion H von h im Laufe

der Geschichte die folgende Schreibweise (Integration durch Substitution) eingebiirgert:
i) Ersetze (,substituiere®) die innere Funktion durch eine Funktion u: u(z) = 2?

ii) Ermittle die Ableitung «’ in der Differential-Schreibweise u/(z) = ?TZ? und forme nach dz um:

du du
B _
dx . dz 2.

iii) Ersetze im unbestimmten Integral [ h(z)dx mithilfe von ii) den Ausdruck dz, und kiirze:

H($)=/4-x'e’”2dx:/4-x-e“~2(11;/:2-/6”du

iv) Integriere nach u, und ersetze beim Ergebnis wieder u(z) = 22

H(w):2-/e“du:2-e“+c:2-e"”2+c mit c € R

2

Wir kontrollieren das Ergebnis mit der Kettenregel: H'(z) =2 - e . (2-2)=4-x-€" =h(z) vV

/
Integration durch Substitution % M
MmF
"

Ermittle das unbestimmte Integral durch eine Substitution.

du : du
4 3 — 4 — 3 —
a) /2-cos(x +7)-z’de U= +7:>@f4-x :dxill-:ci*
4 3 du 1. I .y
= /2~COS(.T +7)-x de/Q-COS(u)-,Cb’X- — = —-sin(u) +c= = -sin(z" +7) + ¢
4.5 2 2
1 | . .
Probe: {2 -sin(z* +7) + c} =5 cos(z*+7)-4-2° =2 cos(z* +7)-2® v
i d d
b) /tan(m) do = / sin(z) dz u = cos(r) = & —sin(zr) = dz = L
cos(x) dz — sin(x)
== /::;((z; dz = / bwfﬂ, —Si:ﬁ“)' = Edu = —In(|u|]) + ¢ = —In(] cos(x)|) + ¢
1 sin(x

Probe: [—1In(|cos(z)|) +c¢] = “oos(@) (—sin(z)) = 2223 v

c) /sm(lnx))dx u—ln(:p):>%—lzdx—x du
S-w B dr = B
sin(ln(z)) . /sin(u) 1 1 ‘
— / " dz = | 5.» x-du = z cos(u) + ¢ = z cos(In(z)) + ¢
1 ! 1 1 sin(1
Probe: {—r -cos(In(x)) + c} =—c- (=sin(In(z))) - — = bmg n(z)) v
5 5 x 5-x
- J
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Zwei Wege zum Ziel )\%f
¥ MmF

Eine Stammfunktion H von h(x) =3 -sin(z) - cos(x) kann man mit partieller Integration ermitteln.
Da die Ableitung von sin(z) bis auf einen konstanten Faktor mit 3 - cos(x) tibereinstimmt,

ist auch die Substitution u(z) = sin(x) zielfithrend.

Ermittle jene Stammfunktion H von h, die H(0) =5 erfiillt.

-

du du
—_— = 3 — d =
dz cos(z) ’ cos(z)

ds 3 .
= H(x) —/3~sin(m)~cos(x)da;—/3-u-§g%€:c7-ggszﬁ— 5 ule= 5 -sin?(z) + ¢
3 .
H0)=5 = ¢=5 = H(x) = i-sinz(x)—&—f)
J
Bestimmtes Integral )\%f MmF
2
Fiir die rechts dargestellte Funktion f gilt: f(z) = x - sin (Z — 1) +1 af? ;
3
Entscheide mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, )
ob fiir den dargestellten Flicheninhalt A < 6, A =6 oder A > 6 gilt. N A
1
Wir ermitteln das unbestimmte Integral von f mit einer Substitution: \ x
0 1 2 3 4
_m2 1 — du =z .4 ~ 2-du
v 4 de 2 T x
2-d
/f(L) dz = /,L/ sin(u) - Lt / ldz =
x
2
=—-2-cos|——1])+z+c
4
F(z)
4 ZL'2 4
A= / f(z)dz = F(4) — F(2) = =2 - cos T 1)+ ‘2 =5,979... —0=>5,979... < 6
2

/
Integrationsgrenzen @ M il F

4
Philipp berechnet das bestimmte Integral / e2*75 dz mit einer Substitution:
2

u=2-r—5 — d—u:22d$:d—u
dx 2
4 3 3 4
— / e dx :/ et - du L |t 2L zes |t 10,042... — 0,183... = 9,858...
2 -1 2 2 -1 2 2

Trage richtige Integrationsgrenzen in die Késtchen ein.

Hinweis: Verfolge die Rechnung von rechts nach links zurtick.

Dieses Werk des Projekts MmF unterliegt einer CC BY-NC-ND 4.0 Lizenz. @@@@
MmF s

https://mmf.univie.ac.at


http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Partielle_Integration.pdf
https://mmf.univie.ac.at
http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/AB-Hauptsatz_der_Differential_und_Integralrechnung.pdf
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at
https://mmf.univie.ac.at
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://mmf.univie.ac.at/materialien/funktionen-analysis/ab-integration-durch-substitution

