ProJEKT MMF AB — KONGRUENZ UND RESTKLASSEN

Teilbarkeit ganzer Zahlen @—M
mF

a und b sind ganze Zahlen, wobei a nicht 0 ist. Kurz: a, b€ Z, a # 0

o Gibt es eine ganze Zahl k mit b = a - k, dann nennen wir a einen Teiler von b.

Bei der ganzzahligen Division b:a = k bleibt also kein Rest. Wir schreiben dafiir kurz: a | b

e Gibt es keine solche ganze Zahl k, dann schreiben wir a 1 b.

Vielfache & Restklassen @Mmr

Die Vielfachen einer ganzen Zahl m sind alle Zahlen der Form m - k mit k € Z.
Zum Beispiel: Die ganze Zahl 3 hat die Vielfachen {...,—-9,—6,-3,0,3,6,9,...}.
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Dividieren wir eine natiirliche Zahl ganzzahlig durch 3, bleibt entweder 0 Rest oder 1 Rest oder 2 Rest.

e Die Zahlenmenge 0 = {...,—9,—6,-3,0,3,6,9, ...} ist die Restklasse 0 modulo 3.
Jede Zahl in der Restklasse 0 konnen wir in der Form 3 -k + 0 mit k € Z schreiben.

e Die Zahlenmenge 1T = {...,—8,—5,—-2,1,4,7,10,...} ist die Restklasse 1 modulo 3.
Jede Zahl in der Restklasse 1 kénnen wir in der Form 3 -k + 1 mit k € Z schreiben.

e Die Zahlenmenge ist die Restklasse 2 modulo 3.
Jede Zahl in der Restklasse 2 kénnen wir in der Form 3 -k + 2 mit k € Z schreiben.

J
Kongruenz ‘@—M gl F

Wenn zwei Zahlen a und b in der gleichen Restklasse modulo m liegen, dann ...

. sagen wir: ,a und b sind kongruent modulo m*“ bzw. ,a ist kongruent zu b modulo m*

. schreiben wir: a = b mod m Der Ausdruck a =b mod m ist keine Gleichung, sondern eine Kongruenz.

Zum Beispiel: 3=0 mod3
mod 3
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Trage in die Késtchen jene Zahl aus R = {0,1,2,...,m — 1} ein,
zu der die Zahl modulo m kongruent ist.

a) m=2, R=1{0,1}
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b) m =5 R={0,1,2,3,4}
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Kongruenz? ‘%—M m F

Entscheide, ob die Zahlen kongruent (=) oder nicht kongruent () sind.

Aquivalente Aussagen @M
mF

Zwei Zahlen a und b liegen genau dann in der gleichen Restklasse modulo m,
wenn a = b+ k- m mit einer passenden ganzen Zahl k gﬂt. a und b unterscheiden sich um ein Vielfaches von m.
Erkldare damit die folgende Aussage:

a und b liegen genau dann in der gleichen Restklasse modulo m,
wenn m ein Teiler von a — b ist.

a=b modm <= m|a-—->b

Rechenregeln fiir Kongruenzen @ M
_MmF

Erklare die folgenden Rechenregeln fiir Kongruenzen:

1) Wir diirfen Kongruenzen modulo m addieren:

a1 =b; mod m

as = by modm} — a1 +ay =0by +by modm

2) Wir diirfen beide Seiten einer Kongruenz mit der gleichen ganzen Zahl multiplizieren:
a=b modm = a-c=b-c¢c modm
3) Wir diirfen Kongruenzen modulo m multiplizieren:

a1 =b; mod m

_ — q1-a3 =b;-by modm
as = by mod m

/
Division &M mF

Wir diirfen beide Seiten einer Kongruenz nicht einfach durch einen gemeinsamen Teiler dividieren.

Zum Beispiel gilt 18 = 30 mod 4, aber 3 Z5 mod 4.
=~

=3-6 =56
Die richtige Rechenregel zum Kiirzen gemeinsamer Teiler ist am Ende des Arbeitsblatts.
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AB — KONGRUENZ UND RESTKLASSEN

Gegeben sind zwei ganze Zahlen z und m, zum Beispiel z = 208 und m = 12.

Gesucht ist jene Zahl r aus {0,1,2,...,m — 1}, fir die z =7

1) Wir fithren die Division mit Rest z : m durch:
208 : 12 =17+ !
T 12

2) Wir multiplizieren die Gleichung mit m:

208 =17-12+4

3) Aus den Rechenregeln fiir Kongruenzen folgt, dass der Rest » = 4 die gesuchte Zahl ist:

208= 17-12 +4 = 208=4 mod 12
——

=0 mod 12

Division mit Rest @@’ MmF

mod m gilt.

»Wie oft geht 12 in 2087 17 Mal, 4 Rest®

%
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ivision mit est %ﬁMmF

Ermittle jene Zahl r aus {0,1,2,...,m — 1}, fir die z =r mod m gilt.

mod 8

c) 129 =

-2+ — 129 = mod 2

-6+ — 358 = mod 6

mod 7

d) 358 =

Einerziffer entscheidet @Mmr

a) ,Jede natiirliche Zahl ist modulo 10 in der gleichen Restklasse wie ihre Einerziffer.”
Wir erkldren die Aussage anhand der Zahl 4723 =4-1000+7-100+2-104+3-1:

4723 =4-100-10 + 7-10-10 + 2-10 + 3-1 =3 mod 10
—— S——— S~—~— S~~~

=0 mod 10 =0 mod 10 =0 mod 10 =3 mod 10

Eine natiirliche Zahl ist also genau dann durch 10 teilbar, wenn ihre Einerziffer ist.

b) ,Jede natiirliche Zahl ist modulo 5 in der gleichen Restklasse wie ihre Einerziffer.”
Erkldre die Aussage anhand der Zahl 4723:

4723 =

ist.

Eine natiirliche Zahl ist also genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre Einerziffer oder

c) ,Jede natiirliche Zahl ist modulo 2 in der gleichen Restklasse wie ihre Einerziffer.”
Erkldre die Aussage anhand der Zahl 4723:

4723 =

Eine natiirliche Zahl ist also genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre Einerziffer 3 : 3

ist.
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-

a)

b)

Ziffernsumme entscheidet @ MmF

Jede natirliche Zahl ist modulo 9 in der gleichen Restklasse wie ihre Ziffernsumme.“
Wir erkldren die Aussage anhand der Zahl 4723 =4-(999+1)+7-(99+1)+2-(9+1)+3-1:

4723=4-9-111 +4+ 7-9-11 +74 2-9-1 +243-1=4+74+24+3 mod9
— —— ——
=0 mod 9 =0 mod 9 =0 mod 9
Fine natiirliche Zahl ist also genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme es ist.
»Jede natirliche Zahl ist modulo 3 in der gleichen Restklasse wie thre Ziffernsumme.”

Erklédre die Aussage anhand der Zahl 4723:

4723 =

Eine natiirliche Zahl ist also genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Ziffernsumme es ist.

J

1)

2)

3)

4)

5)

Addition und Multiplikation modulo 4 ?
AL MmF

Fille in den beiden Tabellen die Reste bei Division durch 4 aus.

Rest von (| i+ ):4 Rest von (|- ):4
+ 0 1 2 3 0 1 2 3
0 0
1 1
2 2
3 3

Ermittle jene Zahl r aus {0, 1, 2,3}, fiir die 23 =7 mod 4 gilt.

23 = -4+ — 23 = mod 4

Ermittle jene Zahl r aus {0, 1,2, 3}, fir die 42 =r mod 4 gilt.

42 = -4+ — 42 = mod 4

Berechne 23 +42 mod 4 und 23-42 mod 4.

mod 4

23+42= i+ mod 4 23-42=

Wie viele Losungen hat die Kongruenz 2 -2 =2 mod 4 iber der Grundmenge {0, 1,2,3}?

Wie viele Losungen hat die Kongruenz 2-x =1 mod 4 iiber der Grundmenge {0, 1,2,3}7
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Addition und Multiplikation modulo 5 »?‘
»_MmF

[ 1) Fiille in den beiden Tabellen die Reste bei Division durch 5 aus.
Rest von ([ i+ 1):5 Rest von (|_{- ):5

+ 0 1 2 3 4 0 0 1 2 3 4
0

1 1

2 2

3 3

4 4

2) Was fillt dir in der Tabelle zum Multiplizieren auf?

3) a und b sind jeweils Zahlen aus {1,2,3,4}.
Wie viele Losungen hat die Kongruenz a -z =b mod 5 iiber der Grundmenge {0, 1,2, 3,4}?

%

Addition und Multiplikation modulo 6 ?\
;. MmF

1) Fiille in den beiden Tabellen die Reste bei Division durch 6 aus.

Rest von (| +i i):6 Rest von (i_i- ): 6

4 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 )

2) Welche Zeilen in der Multiplikations-Tabelle enthalten alle Zahlen aus {0,1,2,3,4,5} genau ein-

mal? Es gibt einen Zusammenhang mit dem Divisor 6. Hast du eine Vermutung?
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Kiirzungsregel fiir Kongruenzen Q
3 MmF

Wir diirfen beide Seiten einer Kongruenz modulo m durch einen gemeinsamen Teiler ¢ dividieren.

Bei der neuen Kongruenz miissen wir aber modulo ggT’ZZ ™) rechnen:
a-c=b-¢c modm <(é)> a=b mod ——+*—
- - ggT(c,m)

Zum Beispiel: 18 = 30 mod4 <= 3 =5 mod 2, weil ggT(6,4) = 2.
~ =~
=36 =56
Am Arbeitsblatt — Fundamentalsatz der Arithmetik haben wir m |c¢- N <
Damit kénnen wir (x) begriinden:

m | N gezeigt.

a-c=b-¢c modm <= a-c—b-¢c=0 modm <+
—_————

c-(a—b)
< m|c-(a—b) <<=
= 7ggTT()z,m) |la—b <—
& a—-0b=0 modm <—
& a=b modm

J

Addition und Multiplikation modulo 7 ?
}_MmF

-

1) Fiille in den beiden Tabellen die Reste bei Division durch 7 aus.

Rest von (| 4] 1):7 Rest von (1_{-| ):17

I 0 1 2 3 4 S 6 . 0 1 2 3 4 ) 6
0

1 1

9 2

3 3

4 4
)

6 6

2) cist eine Zahl aus {1,2,3,4,5,6}.
Die Spalte x-¢ mod 7 enthélt jede der Zahlen {0,1,2,3,4,5,6} genau einmal.
Begriinde, warum das aus der Kiirzungsregel fiir Kongruenzen folgt.
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