ProJEKT MMF AB — LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME IN MATRIZENSCHREIBWEISE

Matrizen @M m F
2

Die rechts dargestellte Matrix A hat 4 Zeilen und 2 Spalten. 1

Es ist also eine 4 x 2—Matrix.  Sprechweise: ,4 mal 2 — Matrix“ A -3 9

Mit asy = 8 bezeichnen wir jenen Eintrag, der in der 3. Zeile und 2. Spalte ist. 0 8
6 -7

Jede Matrix mit einer einzigen Spalte bzw. Zeile ist ein Vektor (Spaltenvektor bzw. Zeilenvektor).

Links ist die 3 x 4—Nullmatrix N dargestellt.
Rechts ist die 3 x 3—Einheitsmatrix E dargestellt.

Jede Einheitsmatrix ist quadratisch, hat in der Diagonale von

=

Il
o oo
o oo
o oo
o oo

links oben nach rechts unten nur ler und iiberall sonst nur Oer.

Matrizenaddition

Wenn zwei Matrizen A und B in ihrer Zeilenanzahl und in ihrer Spaltenanzahl iibereinstimmen,
dann kénnen wir sie komponentenweise addieren. Zum Beispiel:

3 -2 5 6 5 -3 33 2
A‘<4 0 —1) B‘<—2 2 —4) :>A+B_<2 2 —5>

Matrizenaddition ‘%_M m F

Berechne das Ergebnis.
-2 5 4 3 0 -1 1 5 3
a) |-7 3 —8|+|4 -2 5|=|-3 1 -3
9 -6 1 —4 1 3 5 =5 4
2 6 0 0 2 6
b) 0 6|+10 0l =10 6 Nullmatrizen sind die neutralen Elemente der Matrizenaddition.
5 7 0 0 5 7

Matrizenmultiplikation

Die Multiplikation zweier Matrizen erfolgt nicht komponentenweise.
Wenn A eine m x p—Matrix und B eine p x n—Matrix ist, dann ist C' = A - B eine m x n—Matrix.

Zum Beispiel:

5 2 -1
4 1 -2 —5 9 _3 _4 12 —15 17
A‘<3 2 5 0) B=13 o 5 :>C_A'B_<34 12 30)
0 4 -7 ‘
2x4 2x3
4x3

Um den Eintrag c¢jo = —15 in Zeile 1 und Spalte 2 von C'= A - B zu berechnen,

verwendet man die Zeile 1 von A und die Spalte 2 von B folgendermaflen:
cio=4-241-(-3)+(—2)-0+(—5)-4=8-3+0—-20=—-15

Um allgemein den Eintrag c¢;; in Zeile ¢ und Spalte j von C'= A - B zu berechnen,

verwendet man die Zeile ¢ von A und die Spalte j von B folgendermaflen:

p
Cij = Qi1 - bij + @iz +baj 4+ + @ip - bpj = Y ik - brj
k=1

- J
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Matrizenmultiplikation < ’
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Berechne das Ergebnis.

-2 5 14 —-10 27 =27
a) | -7 3 -<2 jg ';1 f;) =[-9 -6 22 -»51
9 —6 3 12 -39 72
1 0
b 4 -3 0 0 ol = 4 =3 0 Einheitsmatrizen sind die neutralen Elemente
) 2 -1 5 ) 2 -1 5 der Matrizenmultiplikation.
0 1

N R N TN E

Die Matrizenmultiplikation erfiillt im Allgemeinen nicht das Kommutativgesetz: A- B # B- A

LGS in 2 Variablen (Matrizenschreibweise) @M
mF

Schreibe das folgende lineare Gleichungssystem in 2 Variablen in Matrizenschreibweise.
Trage dazu Zahlen richtig in die Ké&stchen ein.

\_
4-x—2-y:10 4 -2 T 10
— - =
3-:c+5-y:—8 3 5 Y -8
LGS in 3 Variablen (Matrizenschreibweise) @Mmr
{Schrelbe das folgende lineare Gleichungssystem in 3 Variablen in Matrizenschreibweise.
~

3zt y—4-2=5 3 1 —4\ [z
—2-x +4-z2=-3 < -2 0 4 1-|lyl=1-3

LGS in n Variablen (Matrizenschreibweise) @
rnF

Allgemein kénnen wir jedes lineare Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Variablen 1, o, ...
folgendermafien in Matrizenschreibweise angeben:

ajl-x1+ag w2+t am T =0y a1 a2 - ain\ [T1 b1
ag -1+ ag w2+ -+ awm Ty = by — a1 a2 - G2y | | T2 b2
Anpl QAap2 - Qnpp Tn bn

Ap1 -1+ Ap2 -T2+ -+ App - Ty, = by,

Wir schreiben dafiir auch kurz: A -2 = b

Inverse Matrix @M m F

Genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem A - 7" = b eine eindeutige Losung 7° hat,

hat die Matrix A eine zugehorige inverse Matrix A~1. Fiir diese gilt:

1 0
A-At=A"1. A=
Einheitsmatrix

Zur Berechnung der inversen Matrix gibt es den Gauf}-Jordan-Algorithmus.
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Genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem A - 7" = b eine eindeutige Losung 7° hat,

konnen wir diese mithilfe der zugehérigen inversen Matrix A~! berechnen:

AT=b <= A1 A.72=417 — zZz=A41.01
———

Einheitsmatrix

LGS mit inverser Matrix 16sen @@" MmF
r+ y+3-z2=-1

Lose das lineare Gleichungssystem —x +2-z=—2 mit folgenden 3 Schritten:

Srx+2-y— z2=7

-

1) Stelle das lineare Gleichungssystem in Matrizenschreibweise A - 2 = b dar.

4 =7 =2
2) Zeige, dass A~' = | -9 16 5 | tatsichlich die inverse Matrix von A ist.
2 -3 -1

Anmerkung: Wenn die Eintréige der Matrizen reelle Zahlen sind, dann kann man aus A - A~! = Einheitsmatrix automatisch

auch A~!. A = Einheitsmatrix folgern und umgekehrt. Als Probe geniigt also eine dieser beiden Matrizenmultiplikationen.

3) Berechne mithilfe von A~! die Losung 7 des linearen Gleichungssystems.

1 1 3 x -1
1) [-1 0 2| -|y|l=]-2
5 2 -1 z 7
A T e
1 1 3 4 -7 =2 100
2) A-At=1-10 2]-|-9 16 5|=[010]|V
5 2 -1 2 -3 -1 0 01
N 4 -7 =2 —1 —4
3) 7=A"1-b=|-9 16 5 | -|-2|=]12
2 -3 -1 7 -3
Die Losung des linearen Gleichungssystems ist also x = —4, y =12, z = —3.

LGS mit inverser Matrix 10sen mmr

Du kannst das vorherige Gleichungssystem in GeoGebra wie folgt mit Matrizen 16sen:

» Algebra = X |» CAS X |~ Tabelle
Liste _ Invertiere(m1) | S| F K =~ |0~
1 1 3 A B o] D E
e ml = -1 0 2 1 4 -7 2 [ 1] 1 3 1
5 2 _1 - —9 16 5 I
2 _3 _1 . 2 2 -2
-1 L 3 5 1 7
o m2={ -2 Invertiere(m1)*m2 [ 4
2 _4 5
- 12 6

Um eine Matrix zu erzeugen, markiere die Zellen in der Tabellenansicht ~ Rechtsklick ~ Erzeugen ~» Matrix.

Zum Losen linearer Gleichungssysteme mit GeoGebra bringt die Matrizenschreibweise keine Vorteile.
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Zahlenritsel ‘%_M m F

Fiir drei Zahlen z, y und z gilt:
o Die grofite Zahl x ist um 42 kleiner als die Summe der beiden anderen Zahlen.

 Die kleinste Zahl z ist um 40 % kleiner als die groite Zahl.

1) Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung von z, y und z in Matrizenschreibweise.

2) Lose das Gleichungssystem mit Technologieeinsatz.
DI:x4+42=y+2z <<= —z+y+z=42
II: 2=06-2 <+ 06-2—2=0

III:%—FS:y — z+z2z+16=2y <+ zx—-2-y+z=-16

-1 1 1 x 42
06 0 —1|-[yl=1| o0
1 -2 1 z —16 acas
1 X+42=y+z
-+ x+42=y+z
» Algebra X/|» CAS * |~ Tabelle
Liste Invertiere(m1)*m2 .—‘ﬁ P K =¥ |0~ 2 z=06'
-1 1 1 . o5 B| c|D|E 3
eml=|06 0 -1 - T z=gx
2) m A - 76 1 1 1 1 2 oder 5
51 |2 06 o - 0 -
42 3 121 16 (x+z)i2+8=y
® m2 = 0 1
(715) -2 J —'E(x+z)+8=y
5
. . . $1, 82, $3
Die drei Zahlen sind * =85, y =76 und z =51. 4 )

Lose: {{x =85,y =76,z =51}}

¢ Das arithmetische Mittel der groffiten und kleinsten Zahl ist um 8 kleiner als die dritte Zahl y.

)

Die Polynomfunktion f mit f(z) =a-23+b-22+c- 2+ d hat die folgenden Eigenschaften:
¢ Die Funktion hat die Nullstelle z = —2.
¢ Die Funktion wechselt an der Stelle x = 8 das Monotonieverhalten.

 Die Funktion hat den Wendepunkt W = (4 | 2).

1) Erstelle ein Gleichungssystem zur Berechnung von a, b, ¢ und d in Matrizenschreibweise.

2) Ermittle die Koeffizienten a, b, ¢ und d mit Technologieeinsatz.

I: f(—=2)=0 -8 4 -2 1 a 0
1 II: f/(8) =0 192 16 1 0 bl |0
II: f(4) =2 64 16 4 1 ¢ 2
. 7 _ » CAS
IV . f (4> - 0 24 2 0 0 d 0 f(x):=a"x"3+b"x"2+c"x+d
! -+ f(x) i—ax+bx*4cx+d
» Algebra X |» CAS X |~ Tabelle 2 f-2)=0
Liste Invertiereqmiym2 | fi F K av|H -+ —Ba+4b—-2c+d=0
-8 4 -2 1 1 |aAlB|c|D|E|F P
192 16 1 0 — 1 8 4 2 1 0 3
o ml = . -
2) m g: lg : |1]) 1 361 o 1 s 1 o 0 f92a+lﬁb+c 0
S 3 3| 64 18 4 1 2 A fa)=2
g 0 4| 24 2 o o 0 ~ 64a+16b+4c+d=2
em2=1 _TM E 5 M@=
0 5 ~ 24a+2b=0
{82, $3, 34, $5}
1 b 1 0 d 14 6 -1 1 —14
— a = — = -, c=U, = —— ose {{a=f‘h=§‘c=0’d=T}}
36 3 9

Umgekehrte Kurvenuntersuchung 8- ¢
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