ProJEKT MMF AB — LINEARFAKTORFORM

P kt-Null-
/ rodukt-Null-Satz g—mmr

Berechne ohne Taschenrechner: 3,1415'19. (/5 —3.(=3)7-42.0- (4 —7%) =0

Produkt-Null-Satz: , Ein Produkt ist genau dann 0, wenn mindestens ein Faktor O ist.”

%
Linearfaktorform — Nullstellen »%f MmF
1

Ermittle die Nullstellen der quadratischen Funktion f mit: f(z) = -2 (z —5) - (x + 3)

flz)=0 <= —-2-(z—-5)-(2+3)=0 < 2—-5=0 oder 2+3=0 <
< x=5 oder z=-3

/
Nullstellen — Linearfaktorform *%f M
mF
it
Die quadratische Funktion f hat die Nullstellen —4 und 2.

1) Trage jeweils das richtige Rechenzeichen 4+ oder — in die Késtchen ein:
fl@)=2-(z+4) (z-2)

2) Ermittle die Polynomform f(z) =a-z%+b-x + ¢ dieser quadratischen Funktion.

3) Ermittle die Scheitelpunktform f(z) = a- (z — xg)? + ys dieser quadratischen Funktion.
Hinweis: Der Funktionsgraph ist symmetrisch zur senkrechten Gerade durch den Scheitelpunkt § = (zg | ys)-

2) f(x)=2 (2> +4-2—-2-2-8)=2-22+4-2—16

3) Aus der Symmetrie folgt xg = # = —1 und damit ys = f(zg) =2-3-(-3) = —18.
Fiir die Scheitelpunktform gilt also: f(z) =2 (x +1)? — 18

J
Linearfaktorform gm m F

Jede quadratische Funktion f kann in der Linearfaktorform

f(®)=a-(zx—x1) - (z—z2)

angegeben werden. Die beiden Faktoren (x —x1) und (z — x2) heilen Linearfaktoren.

Aus dem Produkt-Null-Satz folgt, dass x1 und x5 die Nullstellen von f sind.

/
Linearfaktorform % MmF
it
Rechts ist der Graph einer quadratischen Funktion f dargestellt. f(x)
Ermittle die Linearfaktorform von f.
42 !
Die quadratische Funktion f hat die Nullstellen —2 und 7. Also gilt:
fle)=a-(x+2)-(x-7)
€T
f0)=42 = a-2-(-7)=42 = a=-3 /72 0 7\
= f(x)=-3-(x+2)-(x—=T7)
- /
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ProJEKT MMF AB — LINEARFAKTORFORM

Losungen <> Koeffizienten @M
mF

Wir multiplizieren aus:
(x—2) (z—-5)=a>-2-2-5-24+10=2—-7-2+10

Die quadratische Gleichung z? — 7 -2 + 10 = 0 hat also die Losungen 2 und 5.
Die Koeflizienten —7 und 10 sind eng mit den beiden Losungen verkniipft. Hast du eine Vermutung?
Allgemein gilt:

(l’—xl)'(fb—éﬂz):CCQ—Z'l'x—(L"HZ'Q—f-H?l'x2:$2—($1+1’2)'$+$1'IL’Q

Satz von Vieta =/
» 4| MmF

Die Lésungen der Gleichung 22 + p - 2 + ¢ = 0 sind genau dann x7 und 2, wenn gilt:
1 +x2=—p und x1-T2=gq
Mit den beiden Losungen kénnen wir die Zerlegung in Linearfaktoren ermitteln:

24par+qg= (x —x1) - (z—x29)

Linearfaktor Linearfaktor

Wenn die quadratische Gleichung 22 + p -z + ¢ = 0 ganzzahlige Koeffizienten p und ¢ und
ganzzahlige Losungen x; und z9 hat, dann kénnen wir diese durch Probieren schnell ermitteln:

Die quadratische Gleichung z? —2-2 — 15 = 0 hat zum Beispiel zwei ganzzahlige Losungen x; und zs.
i) Aus dem Satz von Vieta folgt =1 + 22 =2 und x; - z9 = —15.

ii) Die beiden ganzzahligen Losungen miissen also ganzzahlige Teiler von —15 sein: +1, £3, +5, +15

Aus den moglichen Losungspaaren
1-(=15)=3-(=5)=5-(-3)=15-(-1)

erfiillt nur eines auch die Bedingung z1 4+ x2 = 2. Die zwei Losungen sind also 5 und —3.

Mit den Lésungen kénnen wir auch die Zerlegung in Linearfaktoren angeben:

2 —2.2-15=(x —5)- (z +3)

Teiler von q %Mmr

J

Teiler von q %{ MmF

Die gegebene quadratische Gleichung hat ganzzahlige Losungen.
Ermittle die Zerlegung in Linearfaktoren und die Losungen.

a) 0=22+6-2—7=(z— 1) (z+7) hat die Losungen 1 und —7.
b) 0=22-7-2+10= (x — 2) - (x — 5) hat die Lésungen 2 und 5.
c) 0=22+12 -2 =2z (v + 12) hat die Losungen 0 und —12.
d) 0=2%-16= (x —4) - (z + 4) hat die Lésungen 4 und —4.

e) 0=22-6-2+9=(z—3)(z— 3) hat die Lésung 3.
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ProJEKT MMF AB — LINEARFAKTORFORM

Polynomform — Linearfaktorform ,\%f MmF
Fiir die rechts dargestellte quadratische Funktion f gilt: @)
€T
flx)=3-22+6-2—24 /
Die Funktion hat ganzzahlige Nullstellen.
1) Ermittle die Linearfaktorform von f. \/7
2) Ermittle die Nullstellen von f.
1) f(z)=3-(22+2-2-8) =3-(z+4) - (z—2)
2) f(2)=0 <= 3-(z+4)- (x—2)=0 < z=—4 oder z =2

Pol funkti f M
o ynom un ionen l/ mF
f(x)

(z+2)-(z+4)-(x—3)=0 f

Die Gleichung

hat die Losungen —2, —4 und 3.

Multipliziere die linke Seite vollstdndig aus.

(x4+2) - (z4+4) - (z-3)=@*+6-2+8) (r—3) =
=23 3. 2246-22—-18-2+8 -z —24=
=22 4+3.22-10-2—24

Rechts oben ist der Graph der Polynomfunktion f mit f(z) = 2%+ 322 — 10z — 24 dargestellt.
Mehr dazu findest du auf dem Arbeitsblatt — Polynomfunktionen.

)

Satz von Vieta — Beweis
(3} MmF

Wir haben die kleine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen hergeleitet. Daraus foolgt:

Wenn D = (%)2 —q > 0 gilt, dann sind die reellen Zahlen z1 und x2 mit x; < x2 genau dann Losungen

der quadratischen Gleichung 22 + p-x + ¢ =0, wenn
xlz—g—\/ﬁ und 332:—%—1—\/5

gilt. Rechne nach, dass z; + x2 = —p und x1 - 2 = ¢ gilt.

w1+$2:—§—\/5—§+\/5:—2-§:—p\/
2 2 2
_(_PY _ S A _
xl-mg—( 2) (@) =7 4+q—q\/
Sind umgekehrt z; und xy zwei Zahlen mit 1 + z9 = —p und z; - 9 = ¢, dann gilt:

(x—x1)- (x—x) =a? — (w1 +x2) -z +x1-20 =22 +p-2+g

Aus dem Produkt-Null-Satz folgt, dass 21 und x5 Losungen von 22 4+ p -z 4+ ¢ = 0 sind.
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