ProJEKT MMF AB — PASCALSCHES DREIECK UND BINOMIALKOEFFIZIENTEN

Pascalsches Dreieck @@’ MmF

Erinnere dich, wie das Pascalsche Dreieck beim Ausmultiplizieren von Binomen hilft:
(a+0)°=1 1
(a+b)l=1-a+1-b 1 1
(a+b)*=1-a>4+2-a-b+1-b° 1 2 1
(a+b)?*=1-a*+3-a*>-b+3-a-b>+1-b° 1 3 3 1
(a+b)*=1-a*+4-a>-b+6-a>-b>+4-a-°+1-b* 1 4 6 4 1
/
Pascalsches Dreieck +» Binomialkoeffizienten ( mF
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Die Zahlen im Pascalschen Dreieck sind genau die folgenden Binomialkoeffizienten:

1 1 (o) (1)
1 2 1 _ (o) () (2)
1 3 3 1 (o) () (2) (s)
oo 6 41 (o) () (2) (s) (2)
oy st (o) ) (2) () (2) ()

Diesen Zusammenhang konnen wir kombinatorisch erklaren:

1) Es gilt (g) =1 und allgemein (n) =1.
n

Um aus 5 Personen eine Gruppe mit 5 Personen auszuwéhlen, gibt es nur eine Moglichkeit.

. 5)  [(5) ) n\ (n)
Es gilt (()) = (5> =1 und allgemein (O) = <n> =1.

In beiden Dreiecken ist also jede Zahl am linken und rechten Rand 1.

2) Im Pascalschen Dreieck ist jede Zahl im Inneren die Summe der beiden Nachbarzahlen dariiber.

n—1 n—1
Die entsprechende Gleichung im rechten Dreieck ist (Z) = (Z 1) + (n k )

4

Tatsdchlich gilt zum Beispiel <g> = <2

4
) + (3), denn auf beiden Seiten der Gleichung wird das

gleiche Abzahlproblem gelost:

5
<3> ist die Anzahl an Méglichkeiten, um aus 5 Personen eine Gruppe mit 3 Personen auszuwéhlen.

Die grofite der 5 Personen kannst du entweder fiir die Gruppe auswahlen oder nicht auswéhlen.
¢ Wenn du sie auswahlst, musst du aus den anderen 4 Personen noch eine Gruppe

4
mit 2 Personen auswéhlen. Dafiir gibt es <2> Moglichkeiten.

o Wenn du sie nicht auswéhlst, musst du aus den anderen 4 Personen noch eine Gruppe

4
mit 3 Personen auswéhlen. Dafiir gibt es (3) Moglichkeiten.

4 4
Nach der Additionsregel ist also auch ( 2) + ( 3) die Anzahl an Moglichkeiten,

um aus 5 Personen eine Gruppe mit 3 Personen auszuwéhlen.

In beiden Dreiecken stimmen also auch die Zahlen im Inneren tiberein.
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Wir multiplizieren den Term (a + b) aus und vereinfachen erst im letzten Schritt:

-

(a+b)3=(a+b)-(a+b)-(a+bd)=(a-at+a-b+b-a+b-b)-(a+b)=
=a-a-at+a-b-a+b-a-a+db-b-a+a-a-b+a-b-b+b-a-b+b-b-b=
=1-a*+3-a®> b+3-a-0>+1-0

Angenommen wir multiplizieren (a + b)> = (a +b) - (a +b) -...- (a+b) ohne zu vereinfachen aus.
Nach der Multiplikationsregel erhalten wir insgesamt 2 -2 -2 -2 -2 = 32 Summanden.

Denn wir kénnen uns bei jeder Klammer unabhingig entweder fiir a oder fiir b entscheiden.

Einer dieser Summanden ist zum Beispiel a-b-a-a-b = a® - b°.

Den gleichen Summanden a? - b? erhalten wir beim Ausmultiplizieren aber auf verschiedene Arten.

3

Um a® - b2 zu erhalten, miissen wir uns bei den n = 5 verschiedenen Klammern genau k = 2 Mal fiir b entscheiden.

-
Der Summand a? - ¥> kommt beim Ausmultiplizieren also insgesamt (;) = 10 Mal vor.

Das ist eine kombinatorische Erklarung fiir den sogenannten Binomischen Lehrsatz:

(a+b)° = <g>-a5-b0+<?>-a4-bl+<g>-a3~b2+<g>~a2-b3—|—<i>-a1-b4+<2)-a0~b5

=1-d° +5-a*b +10-a®>-¥* +10-a*> 0> +5-a-b* +1-

Deshalb heifit (:) auch Binomialkoeffizient.

n

a + b ist ein Binom. (k

) ist der Koeffizient von a™~* - b* beim Ausmultiplizieren von (a + b)™.

J
Multinomialkoeffizient @M m F

Angenommen wir multiplizieren
(z+y+2)0 =@+y+2)-(@+y+2)-...-(x+y+2)

ohne zu vereinfachen aus. Dann erhalten wir insgesamt 3° = 19683 Summanden.

Erklire, warum dabei kein Summand 22 - 4° - 22 vorkommen kann.

Die Summe der Exponenten ist 3 + 5 + 2 = 10.
Sie miisste aber 9 sein, weil es 9 Klammern gibt.

Wie oft erhalten wir beim Vereinfachen am Ende den Summanden z2 - y* - 23 ?
Hinweis: Es ist genau die Anzahl moéglicher Farbmuster beim Anordnen von 2 blauen, 4 roten und 3 griinen Kugeln in einer Reihe.

Am Arbeitsblatt — Kombinatorik findest du mehr dazu.

9!
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Multinomialkoeffizienten
2 MmF

Allgemein schreiben wir auch

n! n
= mit k1 +ko+ -+ k= N=( "
kyl- kol ... -k, </€1,k2,...,kr> 1t R+ R+ + n (1) = Gorr)

und nennen den Ausdruck einen Multinomialkoeffizienten.
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