ProJEKT MMF

AB — ZUFALLSSTREUBEREICHE UND KONFIDENZINTERVALLE

Zweiseitiger Zufallsstreubereich fiir einen Einzelwert

mF

Die Korpergrofle von 42-jahrigen Méannern ist normalverteilt mit Erwartungswert g = 177,8 cm
und Standardabweichung o = 6,1 cm.

Berechne den zweiseitigen 72 %-Zufallsstreubereich fiir die Korpergrofie eines 42-jahrigen Manns.

Das heifit: Ein 42-jahriger Mann wird nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt.

In welchem um g symmetrischen Intervall ist seine Korpergrofie mit der Wahrscheinlichkeit 72 %7

%

A

Berechnung ohne Formel x%’ MmF
Die Dichtefunktion der normalverteilten Zufallsvariable mit p = 177,8 und o = 6,1 ist dargestellt.

Gesucht ist jenes um p symmetrische Intervall, fir das gilt:

P7T78—e < X <1778 4¢) =0,72

Beschrifte rechts die blaue Fliache und die beiden roten
Fléchen jeweils mit ihrer zugehorigen Wahrscheinlichkeit.

14 % 14 % 2 in cm
1778 —¢ 1778 1778 + ¢

Ermittle die beiden Intervallgrenzen mit Technologieeinsatz:

150 160 170 180 190 200 P(X S 171.2) - 14% 150 160 170 180 190 200
u=177.8 o0=6.1 u=177.8 0=6.1
/"|Normal v /~Normal v
> 3...) =
u177.8 G 6.1 P(X = 184~3 ) 14 % u177.8 ¢ 6.1
HHx E 18610

P(X =171.21005 ) = 0.14

72 %-Zufallsstreubereich fiir die Korpergrofie eines 42-jahrigen Manns: [171,2... cm; 184,3... cm]

P(184.3899 < X) = 0.14

Zweiseitiger Zufallsstreubereich fiir einen Einzelwert @

Die Zufallsvariable Z ist standardnormalverteilt.

Die Irrtumswahrscheinlichkeit « ist eine Zahl mit 0 < aa < 1.

Das p-Quantil ist jene Zahl z, mit P(Z < z,) = p.

Rechts sind das $-Quantil und das (1 — §)-Quantil dargestellt.

Zu/Q 0 2:1,%

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert p und Standardabweichung o > 0.

Dann gilt fiir den zweiseitigen (1 — a)-Zufallsstreubereich fiir einen Einzelwert von X:

[N —21-2

osptz _g-0

Diese Formel folgt aus der Standardisierung Z = X-u

Die Stelle Z1—g von Z entspricht also der Stelle p + Z1_g -0 von X.

Symmetrisch zu p liegt die linke Grenze p — zi_g -0

)

Beim zweiseitigen 72 %-Zufallsstreubereich gilt 1 — a = 0,72

und damit o = 0,28 bzw. 1 -5 =0,86.

Das 86 %-Quantil der Standardnormalverteilung ist jene Zahl zg g,

Berechnung mit Formel %
- MmE

4 3 2 1 0 1 2 3 4

die P(Z < z086) = 0,86 erfiillt. — . el
Fiir dieses Quantil gilt: zpgs = 1,0803... no o

HEE
Fiir den zweiseitigen 72 %-Zufallsstreubereich von X gilt also: P(X<108032 )= 086

[t — 20860 ; p+ 2086 0] =

\

[171,2...

cm; 184,3...cm

]
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ProJEKT MMF AB — ZUFALLSSTREUBEREICHE UND KONFIDENZINTERVALLE

Zweiseitiger Zufallsstreubereich fiir den Stichprobenmittelwert

mF

Die Korpergrofle von 42-jahrigen Méannern ist normalverteilt mit 4 = 177,8cm und o = 6,1 cm.
Eine Stichprobe besteht aus n = 25 nach dem Zufallsprinzip ausgewéahlten 42-jahrigen Méannern.
Berechne den zweiseitigen 72 %-Zufallsstreubereich fiir den Stichprobenmittelwert X.

Das heiBt: In welchem um p symmetrischen Intervall ist X mit der Wahrscheinlichkeit 72 %?

Verteilung des Stichprobenmittelwerts
mF

Die Zufallsvariablen Xi, X, ..., X5, sind unabhéngig und normalverteilt mit Erwartungswert p
und Standardabweichung ¢ > 0. Dann ist auch das arithmetische Mittel X mit

@ escl web dances Sl m w @ xm e w %
Gances n

X1+ Xo+---+ Xy
n

X =

eine normalverteilte Zufallsvariable mit pg = p und o5 =

s

Je grofer die Stichprobengrofie n ist, desto kleiner ist also

die Standardabweichung des Stichprobenmittelwerts.

Quelle: esci.thenewstatistics.com

J
Berechnung ohne Formel % MmF

Der Stichprobenmittelwert X von n = 25 KoérpergroBen ist also normalverteilt mit

6,1
Erwartungswert pg = 177.8 cm und Standardabweichung o = — = 1,22cm.

V25

Ermittle die beiden Intervallgrenzen mit Technologieeinsatz:

A

72 174 176 178 180 182 P(X < 176.4) =14% T2 174 176 178 180 182
p=1778 o=122 p=1778 oc=1.22
/" Normal v = /" Normal V|
p1778 o122 P(X >179,1...) = 14 % p1778 o122
HH3x 1 HI[B
P(X <176.48201 ) = 0.14 P(179.1179 < X) = 0.14

72 %-Zufallsstreubereich fiir den Stichprobenmittelwert X: [176,4...cm; 179,1... cm]

Zweiseitiger Zufallsstreubereich fiir den Stichprobenmittelwert

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert p und Standardabweichung 0.

Dann gilt fiir den zweiseitigen (1 — a)-Zufallsstreubereich fiir den Stichprobenmittelwert X:

o o
n— Zl_% . % s U+ zl_% . ﬁ Das ist die gleiche Formel wie auf S.1 nur mit Standardabweichung ok
Dabei ist z1_g das (1 = §)-Quantil der Standardnormalverteilung mit 0 < o < 1.

Berechnung mit Formel ;\%/ MmF

K
Wie zuvor ermitteln wir das 86 %-Quantil: zpgs = 1,0803... ‘

Fir den zweiseitigen 72 %-Zufallsstreubereich von X gilt also: -4 -8 2 -1 0 12 30 4 1
H=0 o=
o o -/ Normal &
— 2086 ——; M+ 208 —=| = |[176,4...cm; 179,1...cm Wo o1
po e et s ) = | E
P(X =< 1.08032 )= 0.86
- Y
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ProJEKT MMF AB — ZUFALLSSTREUBEREICHE UND KONFIDENZINTERVALLE

Zweiseitiges Konfidenzintervall fiir p bei bekanntem o

mF

Die Korpergrofle von 42-jahrigen Ménnern ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert g und
bekannter Standardabweichung o = 6,1 cm. Wir sollen den Erwartungswert p schétzen.

Dazu wéahlen wir 42-jéhrige Méanner nach dem Zufallsprinzip aus und messen ihre Kérpergrofien (in cm):

187,1 169,5 179,4 164,9 168,9 182,2 178,4 180,7 184,3 183,4

Auf Basis dieser Stichprobe ist die beste Schiatzung fiir u das arithmetische Mittel £ = 177,88 cm.
Berechne das zweiseitige 95 %-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert .
Das heifit: Welches symmetrisch um z liegende Intervall enthélt o mit der Wahrscheinlichkeit 95 %7

Zweiseitiges Konfidenzintervall fiir p bei bekanntem o v/ F
11 ﬁi m
—

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert p und
bekannter Standardabweichung o > 0.

Eine Stichprobe der Grofie n hat den Stichprobenmittelwert .

Dann gilt fiir das zweiseitige (1 — a)-Konfidenzintervall fir p:

g g
lm — Zl—% c—3 T+ Zl_% . ] Das ist die gleiche Formel wie auf S.2 nur mit Z statt p.

vn vn

Dabei ist z;_g das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung mit 0 <o <1.

Bei gegebenem «, ¢ und n haben der Zufallsstreubereich und das Konfidenzintervall die gleiche Breite:

Intervallbreite = ( & 7 : 7 ) =2 7
ntervallbreite = | x + Z1-g - % —|\ZT—z-g- % =222 ﬁ
J

Zufallsstreubereich — Konfidenzintervall MmF

Der 95 %-Zufallsstreubereich um g und das 95 %-Konfidenzintervall um z sind gleich breit.

Y

04

Ob das berechnete Konfidenzintervall den Wert p enthélt,

03 héngt vom Stichprobenmittelwert z ab:

02 e Wenn z im Zufallsstreubereich von p liegt,

dann enthélt das Konfidenzintervall den Wert .

0.1

—1

s - o Wenn = nicht im Zufallsstreubereich von pu liegt,

95 %-Zufallsstreubereich dann enthélt das Konfidenzintervall den Wert p nicht.
95 %-Konfidenzintervall

Der Stichprobenmittelwert Z liegt mit der Wahrscheinlichkeit 95 % im 95 %-Zufallsstreubereich.
Also enthélt das 95 %-Konfidenzintervall den Erwartungswert p mit der Wahrscheinlichkeit 95 %.

\_

Berechnung ohne Formel % M
MmF
N

Bei bekannter Standardabweichung berechnen wir das Konfidenzintervall wie den Zufallsstreubereich:

Nur verwenden wir x statt u:

_ g
170 172 174 176 178 180 182 184 186 xr = 177788 cm Ogx =—F7== 1928 cm 170 172 174 176 178 180 182 184 186

p=177.88 o =1.92899 \/ﬁ u=177.88 o =1.92899
/"|Normal v . . /" Normal v
95 %-Konfidenzintervall fiir u:
p 177.88 & 1.92899 p177.88 © 1.92899

FHIE . 1HIXB
P(X < 174.09925 ) = 0.025 [174709--- cm; 181,66... Cm] P(181.6607 < X) = 0.025
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ProJEKT MMF AB — ZUFALLSSTREUBEREICHE UND KONFIDENZINTERVALLE

Zweiseitiges Konfidenzintervall fiir p bei unbekanntem o Q_Mmr

Die Korpergrofle von 42-jahrigen Frauen ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert p
und unbekannter Standardabweichung o. Wir sollen den Erwartungswert p schétzen.

Dazu wihlen wir 42-jahrige Frauen nach dem Zufallsprinzip aus und messen ihre Kérpergroien (in cm):

169,9 172,0 172,1 171,1 165,8 165,9 153,1 171,5 168,6 167,2

Berechne das zweiseitige 95 %-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert .

Unter diesen Voraussetzungen miissen wir sowohl p als auch o aus der Stichprobe schétzen.

Erwartungstreue Schitzer

Gegeben ist eine Stichprobe mit n Werten x1, xs, ..., T, .
Die bestmogliche Schéatzung fiir p ist das Die bestmogliche Schatzung fiir o ist die
arithmetische Mittel & der Stichprobe: Stichproben-Standardabweichung s, _1:
_ Tttt x 1 & _
xr = n L Sp—1 = n712($1—$)2

Zweiseitiges Konfidenzintervall fiir p bei unbekanntem o

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit unbekanntem Erwartungswert p und
unbekannter Standardabweichung o > 0.

Eine Stichprobe der Gréfie n hat den Mittelwert & und die Stichproben-Standardabweichung s, _1.

Dann gilt fiir das zweiseitige (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 4 :

Sn—1 Sn—1

e —— 3 T+ tpq_a-
,12 \/ﬁ? +f,12 \/ﬁ

Dabei ist ¢ f-g das (1 — §)-Quantil der Student-t-Verteilung mit f Freiheitsgraden mit 0 < a < 1.

mit f=n-—1

Bei unbekanntem o hingt die Breite des Konfidenzintervalls von s, _1 und damit (auch bei fester Gréle n) von der Stichprobe ab.

\

Berechnung mit Formel »?%( MmF

» Algebra = X/|» CAS X| v Tabelle
. . . . Liste 1 | m=Mittel(11) Sx|F K|E]
1) Liste mit Messwerten in der Tabellen-Ansicht erzeugen o n=(1es. 2721 | o172 Al
a 1 |169.9
Rechtsklick ~+ Erzeugen ~+ Liste | ~© m=167.72 2 | s=stdev() L2 | 12
s = 5.67407 e 567407 |
t=2.26216 TsES 8 1724
2) Mittel(<Liste von Zahlen>) 3 | t=226216 4 171
U 5 16538
In manchen GeoGebra-Versionen: mean oder Mittelwert © ti= 2.26216 6 1659
4 | msisqrt(10) —
| 7 |153.1
3) stdev(<Liste von Rohdaten>) »standard deviation* ~ 163.66101 8 1715
. ) . 5 | m+t*s/sqrt(10) 9 |168.6
In manchen GeoGebra-Versionen: StichprobenStandardabweichung - 17177899 M0 1672

4) (1 — §)-Quantil der Student-t-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden ermitteln

43 210 1 2 3 4

95 %-Konfidenzintervall fiir p: B=0 o=113389
-~/ Student b
_ Sn—1  _ Sn—1| _ 1.0 . . Freiheitsgrade 9
T —t9.0975 - —— ; T+ t9.0975 - —— | = [163,6...cm; 171,7... cm]
3y \/ﬁ 3y \/ﬁ HEE
P(X =2.26216 )= 0.975

Alternativer Losungsweg:

1) Daten in Tabellen-Ansicht eingeben  2) Daten markieren und Analyse einer Variablen auswéhlen: dﬂ] — Analyse

3) Statistik anzeigen: 4) Dropdown-Menii: T Schatzung eines Mittelwerts ~  5) Konfidenzniveau 95 % eingeben
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