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Wie darf ich die Aufgaben verwenden?
C £ Mmr

Das MmF-Team entwickelt eigene Aufgabenstellungen. Sie sind mit dem Projektlogo MmMF gekennzeichnet.

Diese Aufgaben werden unter einer Creative Commons BY-NC-ND 4.0 Lizenz bereitgestellt.

Das bedeutet: @

e Die Aufgaben stehen kostenfrei zur Verfligung.
o Es dirfen auch nur einzelne Aufgaben aus der Aufgabensammlung fiir nicht-kommerzielle Zwecke (Lehre,
Ubungen, Priifungen, etc.) kopiert werden. In diesem Fall muss der Ursprung der Aufgabe aber z.B. anhand

des MmF-Logos erkennbar sein.

Alle anderen Aufgaben stammen aus den SR(D)P-Aufgabenpools der AHS bzw. BHS.

Bei diesen Aufgaben ist das BMBWF-Logo . " mit der entsprechenden Aufgabe verlinkt.

Am Ende jedes Abschnitts befinden sich die Ergebnisse der Aufgaben.

Wir freuen uns iiber Feedback zu den Unterrichtsmaterialien und Aufgaben an mmfQ@univie.ac.at.
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1. KOMBINATORIK

MmF-Materialien '%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
V' Arbeitsblatt — Kombinatorik
v Arbeitsblatt — Binomialkoeffizienten
In den Aufgabensammlungen Mathematik auf Augenhthe — 10.Schulstufe und Mathematik auf Augenhoche —
11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.
/
S K a MmF
Wie viele natiirliche Zahlen mit den folgenden Eigenschaften gibt es?
a) Die Zahl hat 9 Stellen, wobei jede Ziffer von 1 bis 9 genau einmal enthalten ist.
b) Die Zahl hat 5 Stellen, wobei alle Ziffern verschieden sind.
c) Die Zahl hat 6 Stellen, wobei die beiden mittleren Ziffern gleich sind.
d) Die Zahl hat 7 Stellen und besteht aus den Ziffern 1, 2, 2, 2, 4, 4 und 9.
e) Die Zahl hat 7 Stellen, ist grofler als 4000000 und besteht aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 8, 8 und 8.
S | & MmF
Beim Spiel Schiffe versenken zeichnet jeder Spieler in ein leeres 10 x 10-Raster folgende Schiffe ein:
. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¥ ein Schiff mit 5 Késtchen 1
% zwei Schiffe mit 4 Kistchen B
% drei Schiffe mit 3 Késtchen C
% vier Schiffe mit 2 Késtchen D
E
Rechts ist eine mogliche Startaufstellung dargestellt. I3
Wie viele Moglichkeiten gibt es, in das leere Raster ... G
a) ...nur ein Schiff mit 5 Késtchen einzuzeichnen? a
I
b) ...nur ein Schiff mit 4 Késtchen einzuzeichnen? J
c) ...nur ein Schiff mit 3 Késtchen einzuzeichnen?
d) ...nur ein Schiff mit 2 Késtchen einzuzeichnen?
Vi3 MmF
Wie viele verschiedene Worter mit 10 Buchstaben lassen sich aus den Buchstaben des Worts KUNSTSTOFF
bilden? Die Worter miissen inhaltlich keinen Sinn ergeben. Auch KNUSTSTOFF ist ein Wort.
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s 7 a MmF

a) Das Binérsystem hat genau die 2 Ziffern 0 und 1.
Jede Bindrzahl enthélt nur diese beiden Ziffern. Zum Beispiel: 10011101
Wie viele 8-stellige Binédrzahlen gibt es, die mit der Ziffer 1 beginnen?
b) Das Hexadezimalsystem hat genau die 16 ,Ziffern“ 0, 1,2, ..., 9, A, B, C, D, E, F.
Jede Hexadezimalzahl enthélt nur diese 16 Ziffern. Zum Beispiel: A3F18
Wie viele 5-stellige Hexadezimalzahlen gibt es, die mit der Ziffer A beginnen und weder die Ziffer 4 noch die
Ziffer 2 enthalten?

. J

AV s MmF

Auf ein ,Banana Boat“ kénnen sich 5 Personen hintereinander setzen. Wie viele mogliche Sitzordnungen gibt es

fir 5 Personen, wenn nur 3 von ihnen am vordersten Platz sitzen wollen?

~wser MmF

Im dargestellten Raster steht Michael im Startkreis links unten.

Michael méchte entlang der Pfeile zum Endkreis rechts oben kommen.
Wie viele mogliche Wege hat Michael dafiir?

Trage dazu zuerst in jedes Quadrat die Anzahl der Wege ein,

die vom Startkreis zum jeweiligen Quadrat fithren.

Du erstellst bei dieser Aufgabe iibrigens einen Ausschnitt vom Pascalschen Dreieck.

\

|a X

Alex, Ben und Chris nehmen an einer Schatzsuche teil. Dabei miissen sie 2-stellige Zifferncodes (00-99) erraten.

e Alex und Ben arbeiten als Team zusammen.
Nur, wenn sie beide ihren 2-stelligen Code erraten, springt der Tresor links unten auf.
Ist nur einer der beiden Codes richtig eingegeben, passiert nichts.
o Chris arbeitet alleine. Zuerst muss Chris einen 2-stelligen Code erraten, damit die Tiir zum Tresorraum rechts

unten aufspringt. Danach muss Chris noch einen 2-stelligen Code erraten, damit der Tresor aufspringt.

- nﬂ

Alex, Ben und Chris starten gleichzeitig und sind

|

ungefahr gleich schnell beim Durchprobieren von Codes.

u)

Welcher Tresor ist wahrscheinlich frither geknackt?

Begriinde deine Antwort.

[ 11
[ 11

]

c
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S ' & MmPF

Bei einem Kartenspiel werden 30 Karten gemischt und auf einen Stapel gelegt.
Der Stapel besteht aus 12 Zauberkarten, 14 Dienerkarten und 4 Waffenkarten in beliebiger Reihenfolge.
Danach wird eine Karte nach der anderen vom Stapel gezogen.

Wie viele Karten muss man mindestens ziehen, damit sich unter den gezogenen Karten sicher ...

a) ...eine Zauberkarte befindet.
b) ...zwei Dienerkarten befinden.

c) ...eine Zauberkarte, eine Dienerkarte und eine Waffenkarte befinden.

\ J

S . & MmF

n Dominosteine sollen so angeordnet werden, dass ein Rechteck mit Hohe 2 und Breite n entsteht.

Im folgenden Bild rechts siehst du eine mogliche Anordnung mit n = 5 Dominosteinen:

feal

ay ist die Anzahl verschiedener Anordnungen mit n Dominosteinen.

a) Esist ap =1 und ag = 2:

Wie grof} ist ag? Zeichne alle moglichen Anordnungen mit 3 Dominosteinen auf.

b) Im folgenden Bild siehst du, warum a4 = ag + as = 342 =5 gilt:

il B
Il =

Wie viele verschiedene Anordnungen gibt es also mit 5, 6, 7 und 8 Dominosteinen?

a

1.10

Eine Permutationsmatriz der Grifse n besteht aus n Zeilen und n Spalten

und erfiillt die beiden folgenden Bedingungen:

10 0 0 O
a) Jeder Eintrag ist entweder 0 oder 1. 000 10
b) Die Ziffer 1 kommt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einmal vor. 00100

0 00 01
Rechts siehst du eine Permutationsmatrix der Grofle 5. 0100 0
Wie viele Permutationsmatrizen der Gréfe 5 gibt es?
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Zum Belegen einer Pizza gibt es 14 verschiedene Zutaten. Die Reihenfolge, in der die Zutaten auf der Pizza landen,

ist dir egal (,,Schinken und Ananas“ ist die gleiche Belegung wie ,,Ananas und Schinken®).

Wie viele Moglichkeiten zum Belegen einer Pizza gibt es, wenn . ..

a) ...beliebig viele der 14 Zutaten verwendet werden diirfen?
b) ...genau 4 Zutaten verwendet werden miissen?
c) ...hochstens 4 Zutaten verwendet werden diirfen?

~ 112

Das Binérsystem hat genau die 2 Ziffern 0 und 1.
Jede Bindrzahl enthélt nur diese beiden Ziffern. Zum Beispiel: 0100111001

a) Wie viele 10-stellige Bindrzahlen gibt es, die gleich viele Ziffern 0 wie Ziffern 1 enthalten?
Schreibe die Antwort als Binomialkoeffizient an, und berechne das Ergebnis.
b) Wie viele 10-stellige Binédrzahlen gibt es, die mindestens 8 Ziffern 1 enthalten?
Schreibe die Antwort mithilfe von Binomialkoeffizienten an, und berechne das Ergebnis.
c) Wie viele 10-stellige Bindrzahlen gibt es, die weniger als 3 Ziffern 0 enthalten?

Schreibe die Antwort mithilfe von Binomialkoeffizienten an, und berechne das Ergebnis.

" 113 MmF

Patrick wirfelt 42 Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.

Nach jedem Wurf notiert Patrick, ob er einen Sechser oder keinen Sechser gewiirfelt hat:
(3 B 3 o B 2 3+ 3 )

Wie viele Folgen der Linge 42 gibt es, die genau 8 Sechser enthalten?

Schreibe die Antwort als Binomialkoeffizient an, und berechne das Ergebnis.

\ J

AVi11a MmF

a) Eine Gruppe besteht aus 18 Personen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um daraus eine Gruppe mit 9 Personen auszuwéhlen?
b) Eine Gruppe besteht aus 12 dunkelhaarigen Personen und 14 blonden Personen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, um daraus eine Gruppe auszuwéhlen, die aus 3 dunkelhaarigen Personen und

4 blonden Personen besteht?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, um eine Gruppe mit 27 Personen in zwei Gruppen mit 14 Personen bzw.

13 Personen aufzuteilen?

d) Wie viele Moglichkeiten gibt es, um eine Gruppe mit 18 Personen in zwei gleich grole Gruppen

aufzuteilen? Warum ist das Ergebnis nicht (198) ?
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Warum heiflen die Binomialkoeffizienten so? Du multiplizierst alle Klammern von

(a+b)P=(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b) (a+b) (a+b)-(a+b)

aus (,jedes mit jedem“). Einer dieser Summanden ist zum Beispiel a-b-a-b-b-b-a-b=a>-b°.

Wie oft erhiltst du beim Ausmultiplizieren aller Klammern den Term a3 - 6% ?

Schreibe die Antwort als Binomialkoeffizient an, und berechne das Ergebnis.

Daraus folgt der Binomische Lehrsatz: (a4 b)® = i (i) cak etk = (3) ca® b+ (?) cat b7+ (g) ca? b8+ (g) a4+ (2) .8 b0
k=0

Allgemein ist beim Ausmultiplizieren von (a + b)™ dann (Z) der Koeffizient von a* - b7,

Der Term a + b ist ein Binom. Deshalb heiflen die Zahlen (;:) auch Binomialkoeffizienten.

- MmF

1.16
Beim Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45 gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 durchnummeriert sind.
Bei einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 der 45 Zahlen, zum Beispiel: {3, 6,23, 26,44, 45}

Bei der Lotto-Ziehung werden dann 6 der 45 Kugeln gezogen und aufsteigend sortiert.

Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, ist also fiir das Ergebnis egal.

a) Wie viele Lotto-Tipps musst du bei einer Lotto-Ziehung abgeben, damit ein Tipp sicher genau aus den 6 ge-
zogenen Zahlen besteht (,Lotto-Sechser®)?

Jeder Lotto-Tipp kostet 1,20 €.
b) Wie viel kostet es, um bei der nichsten Lotto-Ziehung sicher einen Lotto-Sechser zu erzielen?
Du kaufst bei der néchsten Lotto-Ziehung jeden moglichen Lotto-Tipp genau einmal.

c) Wie viele deiner Lotto-Tipps enthalten genau 5 der 6 gezogenen Zahlen (, Fiinfer*)?
d) Wie viele deiner Lotto-Tipps enthalten genau 4 der 6 gezogenen Zahlen (,,Vierer®)?

e) Wie viele deiner Lotto-Tipps enthalten genau 3 der 6 gezogenen Zahlen (,,Dreier*)?

Durchschnittlich verlierst du tibrigens pro Lotto-Tipp ca. die Héalfte der eingesetzten 1,20 €.

\ J

MmF

-

1.17

Jedes Mal, wenn die oben eingeworfene Kugel auf einen Nagel e trifft, fallt sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit
entweder nach links oder nach rechts. Ein méglicher Weg, bei dem die Kugel im Fach 2 landet, ist eingezeichnet.

Diesen Weg kannst du zum Beispiel mit der Folge (; \; ;"5 \() codieren.

Wie viele verschiedene Wege gibt es, damit die Kugel schliefllich ...

a) ...im Fach 0 landet?
b) ...im Fach 1 landet?
c) ...im Fach 2 landet?
d) ...im Fach 3 landet?
e) ...im Fach 4 landet?
f) ...im Fach 5 landet?

g) ...in einem Fach mit ungerader Nummer landet?
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118 MmF
Beim Schach kénnen zwei Tiirme einander schlagen, wenn sie in derselben Reihe oder in derselben Spalte stehen.
Im Bild sind 8 Tiirme so auf ein Schachbrett gestellt, damit keine zwei Tiirme einander schlagen kénnen.

a b ¢ d e [ g h
i i X a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, 8 Tiirme so auf einem Schachbrett zu platzieren,
6 X dass keine zwei Tiirme einander schlagen kénnen?
5 X
4 X b) ﬁ Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Tiirme so auf einem Schachbrett zu platzieren,
2 i dass keine zwei Tiirme einander schlagen kénnen?
1 X
S R & MmF

In der Graphentheorie besteht jeder Graph aus Knoten und Kanten.

Die Knoten in den unten dargestellten Graphen sind durchnummeriert, also unterscheidbar.
Jede Kante verbindet genau zwei Knoten. Dir stehen 7 verschiedene Farben zur Verfiigung.
Bei einer Knotenfarbung wird jeder Knoten mit genau einer Farbe eingefarbt.

Wie viele verschiedene Knotenfdrbungen gibt es bei den dargestellten Graphen, wenn ...

1) ...jeder Knoten mit einer beliebigen Farbe eingefarbt werden darf?

2) ...jede Farbe hochstens einmal verwendet werden darf?

3) .. ﬁ Knoten, die mit einer Kante verbunden sind, verschiedene Farben haben miissen?

@ (3)

O— G

a) (D266 » c>d> XD
ege oRe 9‘\@

~ 120 ° MmF

Du wirfst n nicht voneinander unterscheidbare 6-seitige Wiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.
Wie viele verschiedene Wiirfelergebnisse sind dabei moglich?

Zwei Wiirfelergebnisse sind gleich, wenn die Anzahl der ler, 2er, 3er, 4er, 5er und 6er in beiden Ergebnissen jeweils tibereinstimmen.

&
@

Zum Beispiel sind die beiden dargestellten Wiirfelergebnisse mit n = 3 Wiirfeln gleich: <> bzw

a) Schreibe fiir n = 2 Wiirfel alle moglichen Wiirfelergebnisse auf.

b) ﬁ Berechne die Anzahl der moglichen Wiirfelergebnisse mit n = 42 Wiirfeln.

121 <z MmF

In einem Klassenzimmer befinden sich 15 (unterscheidbare) Tische mit jeweils 2 (unterscheidbaren) Sitzplatzen.

a) Wie viele Sitzordnungen gibt es fiir 24 Schiiler*innen?

b) Wie viele Sitzordnungen gibt es fiir 24 Schiiler*innen, wenn niemand alleine an einem Tisch sitzen soll?
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A gy T <¢-MmF
y.
In einem Casino darfst du bei einem Spiel 5 Mal am dargestellten Gliicksrad drehen.
Als Gewinn erhéltst du das Produkt der 5 erzielten Geldbetrége.

Zum Beispiel: 2-5-2-3-2=120 = 120 € Gewinn

Wie viele verschiedene Geldbetrige kannst du bei dem Spiel gewinnen?

- - d i ium
- 1 23 Bildung, Wissenschaft )

und Forschung

Eine Jugendgruppe besteht aus 21 Jugendlichen. Fiir ein Spiel sollen Teams gebildet werden.
Aufgabenstellung:
Ergénzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine

korrekte Aussage entsteht!

Der Binomialkoeffizient (231) gibt an, @ ; sein Wert betrégt @ .
® ®
wie viele der 21 Jugendlichen in einem Team sind, wenn [ 7 [
man drei gleich groBe Teams bildet
wie viele ve.rschledlene Mogllchkelten es "glbt, aus den n 1330 [
21 Jugendlichen ein Dreierteam auszuwahlen
auf wie viele Arten drei unterschiedliche Aufgaben auf drei [ 2980 [
Mitglieder der Jugendgruppe aufgeteilt werden kdnnen
" 124 = s

und Forschung
Betrachtet wird der Binomialkoeffizient (g)
Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden Aufgabenstellungen an, die mit der Rechnung (g) = 15 gel6st werden kénnen!

Gegeben sind sechs verschiedene Punkte einer Ebene, von denen nie mehr
als zwei auf einer Geraden liegen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es, zwei Punkte []
auszuwahlen, um jeweils eine Gerade durchzulegen?

An einem Wettrennen nehmen sechs Personen teil. Wie viele Mdglichkeiten gibt ]
es fUr den Zieleinlauf, wenn nur die ersten beiden Platze relevant sind?

Von sechs Kugeln sind vier rot und zwei blau. Sie unterscheiden sich nur durch ]
ihre Farbe. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Kugeln in einer Reihe anzuordnen?

Sechs Madchen einer Schulklasse kandidieren flir das Amt der Klassensprecherin.
Die Siegerin der Wahl soll Klassensprecherin werden, die Zweitplatzierte deren []
Stellvertreterin. Wie viele Maglichkeiten gibt es fiir die Vergabe der beiden Amter?

Wie viele sechsstellige Zahlen kénnen aus den Ziffern 6 und 2 gebildet werden? ]
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s T "
Gegeben sind die zwei natiirlichen Zahlen ¢ und b mit 0 < a <b<9.
Fiir zwei Binomialkoeffizienten gilt: (%) = (3)
Aufgabenstellung;:
Geben Sie a in Abhéngigkeit von b an.
a=

1.1 a) 362880 b) 27216 «c) 90000 d) 420 e) 480
1.2 a) 120 b) 140 «¢) 160 d) 180

1.3 453600

1.4 a) 128 b) 38416

1.5 72

1.6 Michael hat 70 mogliche Wege vom Startkreis zum Endkreis:

1.7 Chris ist hochstwahrscheinlich schneller. Im schlimmsten Fall muss er 100 4+ 100 = 200 Codes durchprobieren.
Alex und Ben miissen im schlimmsten Fall 100 - 100 = 10 000 Codes durchprobieren, namlich 0000 — 9999.

1.8 a) 19 b) 18 c) 27

1.9 a)az =3 b) as =8, ag =13, a7 =21, ag = 34

1.10 120
1.11 a) 16384 b) 1001  c) 1471
12w () -m b (2)+ () () =m0 o (5)+(9)+(5) -
13 a= (%) = 118030185 oder a = (3}) = 118030185
.14 a) 48620 b) 220220 «c) 20058300 d) 24310
15 (3) =(3) =56
.16 a) 8145060 b) 9774072 € c) 234 d) 11115 e) 182780
A7 a)l b)5 ¢) 10 d)10 e)5 f1 g)l6
.18 a) 40320  b) 117600
19 a) 1) 16807 2) 2520  3) 9072
b) 1) 2401 2) 840 3) 1260
c) 1) 2401 2) 840  3) 1302
d) 1) 16807 2) 2520 3) 6762
1.20 a) 21 Maglichkeiten: {1,1}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2,2}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,3}, {3,4}, {3,5}, {3, 6}, {4,4},
{4,5}, {4,6}, {5,5}, {5,6}, {6,6}
b) 1533939
1.21 a) 368406 749 739 154 248 105 984 000 000 = 3,684... - 10%°  b) 282 304 022 788 623 944 908 800 000 = 2,823.... - 10%°
1.22 21

=

[ = =

1.23 Der Binomialkoeffizient (231) gibt an, wie viele Moglichkeiten es gibt, aus den 21 Jugendlichen ein Dreierteam auszuwihlen; sein Wert
betragt 1330.

1.24 1. und 3. Antwort von oben
1.25 a=9—-1b
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2. LAPLACE-EXPERIMENTE & GEOMETRISCHE WAHRSCHEINLICHKEITEN

MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v' Arbeitsblatt — Laplace-Experimente

In den Aufgabensammlungen Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe und Mathematik auf Augenhohe —

J
MmF

11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

21

Du wirfst 6 faire Wiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede Augenzahl

von 1 bis 6 genau einmal als Wiirfelergebnis vorkommt? Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent an.

- MmPF

2.2
Ein Zufallszahlengenerator erzeugt nach dem Zufallsprinzip eine 9-stellige natiirliche Zahl. Die erste Ziffer ist # 0.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl jede Ziffer von 1 bis 9 genau einmal enthalt?
Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent und als Verhéltnis ,,1 zu ...“ an.

. J

MmF

1 2.3

Jede Person schreibt nach dem Zufallsprinzip geheim eine Zahl aus {1,2,3,...,10} auf einen Zettel.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Zahlen verschieden sind bei insgesamt . . .
a) 2 Personen? b) 3 Personen? «c¢) 10 Personen? d) 11 Personen?

ﬁ Lose dieselbe Aufgabe mit 23 Personen und Zufallszahlen von 1 bis 365. GeoGebra kann mit 365! rechnen.

Schétze, bevor du rechnest. Das ist das sogenannte Geburtstagsparadoxon.

S oY a MmF
Beim Schach kénnen zwei Tiirme einander schlagen, wenn sie in derselben Reihe oder in derselben Spalte stehen.
Im Bild rechts sind 8 Tiirme so auf ein Schachbrett gestellt, a b cde fgh
dass keine zwei Tiirme einander schlagen kénnen. i i X
Diesmal werden 8 Tiirme nach dem Zufallsprinzip auf 8 verschiedene Felder gesetzt. 6 X
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer solchen zufélligen Aufstellung i X X |
keine zwei Tlurme einander schlagen konnen? z i X
Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent und als Verhéltnis ,,1 zu ...“ an. 1 X

AU 25 MmF

Beim Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45¢ gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 durchnummeriert sind.
Mit einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 der 45 Zahlen.
Bei der Lotto-Ziehung werden dann 6 der 45 Kugeln nach dem Zufallsprinzip gezogen und aufsteigend sortiert.

Die Reihenfolge der gezogenen Kugeln ist also egal. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, genau
a) die 6 Zahlen b) 5 der 6 Zahlen c¢) 4 der 6 Zahlen d) 3 der 6 Zahlen

richtig zu tippen? Gib die Wahrscheinlichkeiten in Prozent und als Verhéltnis ,,1 zu ...* an.
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~wEer MmF

Das Gliicksspiel ,Lotto 2 aus n“ lduft nach dem gleichen Prinzip wie ,Lotto 6 aus 45“ ab: Man gewinnt den

Hauptpreis, wenn die beiden Zahlen auf den gezogenen Kugeln mit den beiden getippten Zahlen {ibereinstimmen.

Berechne die kleinste natiirliche Zahl n > 2, bei der die Wahrscheinlichkeit fiir den Hauptpreis in ,,Lotto 2 aus n*

kleiner als fiir den Hauptpreis in ,Lotto 6 aus 45 ist.

~wEr MmF

Zwei unzuverlissige Personen vereinbaren einen Treffpunkt morgen um 19 Uhr. Auflerdem vereinbaren sie, dass

sie hochstens 12 Minuten auf die jeweils andere Person warten werden. Beide Personen kommen nach dem Zufalls-

prinzip zwischen 19 Uhr und 20 Uhr an. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Personen einander treffen.

x ist die Ankunftszeit von Person 1 in Stunden. (x = 0 ist 19 Uhr.) y
1
y ist die Ankunftszeit von Person 2 in Stunden. (y = 0 ist 19 Uhr.)
08
Jeder Punkt im Quadrat rechts entspricht also genau einer mdglichen Kombination 06
von Ankunftszeiten der beiden Personen. (0,5 | 0,4) <> (19:30 Uhr | 19:24 Uhr) 04
a) Welche Punkte im Quadrat rechts entsprechen Ankunftszeiten, 02
bei denen die Personen einander treffen? 0o 02 04 06 o8 1 =
Zeichne die Fliche aller dieser giinstigen Punkte (x | y) rechts ein.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Personen einander treffen.
~Was MmF
Lukas weif3, dass der Kreis mit Radius 1 den Flacheninhalt 7 hat, L
aber er kennt den Wert von 7 nicht. 08
Er ndhert den Wert von 7 mithilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. 06 P
Dazu erzeugt er zunéchst zwei Zufallszahlen z und y im Intervall [0; 1]. 04
0.2
a) Welche Gleichung miissen die Zufallszahlen x und y erfiillen, damit der o os oa e z
Punkt P = (x| y) am rechts dargestellten Viertelkreisbogen liegt? ‘ -
A B C
b) Welche Ungleichung miissen die Zufallszahlen x und y erfillen, damit der | 1 | 0736954436 0892896763 0
. . Lo . . . 2 | 0662557575 0.6458727934 1
Punkt P = (JZ | y) in der Viertelkreisfliche (gruner Berelch) hegt? | 3 |0.8443837235 0.6706388411 0
4 10.2268918422 0.5531457412 1
c) Lukas erzeugt 1000 Paare von Zufallszahlen (z | y). | 5 | 0.847302457 0217799006 1
Genau 785 der 1000 Punkte liegen in der Viertelkreisfliche. %"0";;;32223; (‘jiggijgjzz ;
Schitze damit den Flacheninhalt eines Kreises mit Radius 1, | 8 02315330194 0.8949845564 1
9 |0.4348996829 0.2742018051 1
also den Wert von T, ab. | 10 |0.4091104794 0.1412800236 1
Solche Verfahren zur Annéherung einer Losung auf Grundlage der Wahrscheinlichkeitsrechnung heiflen Monte-Carlo-Simulationen.
Sie kommen zum Beispiel bei der kiinstlichen Intelligenz von AlphaGo zum Einsatz.
d) O Erzeuge mit Technologieeinsatz 100000 Paare von Zufallszahlen und ndhere damit den Wert von 7 an.
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S L B MmPF

Ein quadratisches Raster mit Seitenlénge s = 5 cm ist am Boden aufgezeichnet.

S

Du lisst eine Miinze mit Umfang v = 73 mm nach dem Zufallsprinzip auf den Boden fallen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze keine Linie des Rasters schneidet? @

Die Linien sind hauchdinn und haben keinen Fldcheninhalt.

Hinweis: Wo sind in jedem Quadrat die , giinstigen“ Positionen fiir den Mittelpunkt der Miinze?

. J

~Vo10 T MmF

Auf einer 596 km langen Autofahrt von Wien nach Bregenz sitzt du am Beifahrersitz. Entlang dieser Strecke ist

an einer nach dem Zufallsprinzip gewédhlten Stelle ein b Zentimeter breiter Holzbalken am Stralenrand aufgestellt.

Deine Augen sind verbunden und du hast einen Dart-Pfeil in der Hand. Nach dem Zufallsprinzip wirfst du irgend-
wann wiahrend der Fahrt den Dart-Pfeil aus dem Fenster.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass du den Holzbalken triffst? Stelle mithilfe von b eine Formel auf.

b) Berechne b so, dass diese Wahrscheinlichkeit gleich grofi wie die Wahrscheinlichkeit

flir einen Lotto-Sechser bei ,,6 aus 45“ ist. Schiitze, bevor du rechnest.

S It & MmPF

Gegeben ist die quadratische Gleichung x? 4+ p -z + ¢ = 0, wobei p und ¢ Zufallszahlen in [0; 4] sind.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die quadratische Gleichung mindestens eine reelle Losung hat.
Erinnere dich dazu an die kleine Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen: z1 5 = —5 4+ VD

Die Anzahl der reellen Losungen hingt von der Diskriminante D = ; —q ab:

(M

e genau eine reelle Losung <= D=0 <= & =gq q
2 4

e zwei reelle Losungen = D>0 <= L >q

¢ keine reelle Losung — D<0 = % <q :

- . 2
a) Skizziere rechts den Graphen der Funktion ¢(p) = & .
<

b) Fiir welche Punkte (p | ¢) im Quadrat rechts gilt ¢ %? 1
Markiere die zugehorige Fléche.
c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die quadratische Gleichung o ; 2 3 . P

22 4+ p-x + ¢ = 0 mindestens eine reelle Losung hat.
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In einem Quadrat wird ein Punkt P nach dem Zufallsprinzip ausgewahlt. P

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der rechts eingezeichnete Winkel v dann spitz ist?

Hinweis: Auf dem unten links dargestellten Halbkreisbogen wurde ein beliebiger Punkt P gewahlt.

Der Satz von Thales besagt, dass das links eingezeichnete Dreieck dann rechtwinkelig ist. Warum stimmt das?

P
Rechts ist der Radius zu P eingezeichnet.
a) Warum sind die beiden Winkel «
(bzw. () tatséichlich gleich grofi?
b) Begriinde, warum « + 8 = 90° gilt.
T <t MmF

Albert schreibt ein Python-Programm, das so lange einen fairen 6-seitigen Wiirfel wirft, bis eine der 6 Augenzahlen
insgesamt 42 Mal gewiirfelt wurde.
a) Wie oft wiirfelt das Programm hochstens?

b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser ,worst case“ aus 1) tatséchlich eintritt?
Gib die Wahrscheinlichkeit als Verhéltnis ,,1 zu ... an.

c) O Schreibe ein Python-Programm, das dieses Wiirfelspiel einmal durchfiithrt und die Gesamtanzahl der Wiirfe

sowie die absoluten Haufigkeiten der Wiirfelergebnisse ausgibt.

A g1a <7 MmF

Bei einem Kartenspiel besteht dein Kartendeck aus 4 roten Karten, 5 griinen Karten und 5 blauen Karten.

Du deckst eine Karte nach der anderen auf, bis du die erste rote Karte aufdeckst. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, dass du alle 5 griinen Karten aufdeckst, bevor du die erste rote Karte aufdeckst?

Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent und als Verhéltnis ,1 zu ...“ an.

2.15 S¢-MmF

Bei der Pokervariante Five Card Draw wird mit einem Kartendeck aus 52 Karten gespielt.

\

a

Dabei gibt es in jeder der 4 Farben Herz, Karo, Treff und Pik jeweils 13 verschiedene Karten mit den Werten 2,
3,..., 10, B, D, K, A. Jede Person erhélt genau 5 der 52 Karten.

a) Wenn alle 5 Karten die gleiche Farbe haben, spricht man von einem Flush. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Flush? Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent und als Verhéltnis ,,1 zu ... “ an.

b) Wenn 3 Karten den gleichen Wert haben und die anderen 2 Karten einen gleichen Wert haben, spricht man
von einem Full House. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House?

Gib die Wahrscheinlichkeit in Prozent und als Verhéltnis ,1 zu ... an.

A~ 51g Tt <z MmF

Bei einem Brettspiel muss jeder der 4 Charaktere einen fairen Wiirfel mit den Augenzahlen 1 bis 10 werfen.

Der Charakter oder die Charaktere mit dem kleinsten Wiirfelergebnis erleiden einen Schaden.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als ein Charakter Schaden erleidet?
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Aufgabenstellung:
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E!

P(E) =

Zwei unterscheidbare, faire Wiirfel mit den Augenzahlen 1,2, 3,4, 5,6 werden gleichzeitig geworfen und die

Augensumme wird ermittelt. Das Ereignis, dass die Augensumme durch 5 teilbar ist, wird mit E bezeichnet.

und Forschung

"= Bundesministerium

~ 218

Ein Computer rechnet mit sogenannten Bits.

Eine beliebige Abfolge aus acht Bits wird Byte genannt.
Aufgabenstellung;:
Kreuzen Sie diejenige Interpretation an, die im gegebenen

Sachzusammenhang fiir (g) zutrifft. [1 aus 6]

\

und Forschung

(g) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass in einem Byte 0
die ersten drei Bit 1er sind.

Ein Bit kann entweder den Wert 0 oder den Wert 1 annehmen.

(g) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass in einem Byte
genau drei 1er hintereinander auftreten.

(g) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass in einem Byte
genau drei 1er enthalten sind.

(g) gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, dass in einem
Byte genau drei 1er enthalten sind.

(g) gibt die Anzahl der Méglichkeiten an, dass in einem
Byte genau drei 1er hintereinander auftreten.

O|o|Ogo|Ogo)og

(g) gibt die Anzahl der Mdglichkeiten an, dass in einem

Byte die ersten drei Bit 1er sind.

J

219

Alle Schulkinder der 1.und der 2. Klassen einer Schule wurden nach ihrem Lieblingsfach befragt. Bei dieser Befra-

gung war genau ein Lieblingsfach anzugeben. Die nachstehende Tabelle fasst die erhobenen Daten zusammen.

di ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

Lieblingsfach | anderes

Mathematik | Lieblingsfach
Schulkinder der 1. Klassen 47 241
Schulkinder der 2. Klassen 33 287
gesamt 80 528

Ein Schulkind der 1.Klassen wird zufillig ausgewéhlt. (Dabei haben alle Schulkinder der 1.Klassen die gleiche
Wahrscheinlichkeit, ausgewéhlt zu werden.)

Aufgabenstellung;:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Schulkind Mathematik als Lieblingsfach angegeben hat.

- 2.20 . - Bildung, V/\sscn‘:c";m"(\

und Forschung

Fir eine Abfolge von fiinf verschiedenen Bildern gibt es nur eine richtige Reihung. Diese Bilder werden gemischt
und, ohne sie anzusehen, in einer Reihe aufgelegt.

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P (in %) dafiir, dass die richtige Reihenfolge erscheint!

pP= %
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221 © " it i
Ein Mann spielt iiber einen lingeren Zeitraum regelméfig dasselbe Online-Gliicksspiel mit 0.162% 0
konstanter Gewinnwahrscheinlichkeit. Von 768 Spielen gewinnt er 162.

Aufgabenstellung: 4rd% [
Mit welcher ungefihren Wahrscheinlichkeit wird er das néchste Spiel gewinnen? 16.2% L]
Kreuzen Sie den zutreffenden Schétzwert fiir diese Wahrscheinlichkeit an! 21.1% 0
7,68% ]
76,6% ]

222 ° T

In einer Fabrik wird mithilfe einer Maschine ein Produkt erzeugt, von dem jeweils 100 Stiick in eine Packung

kommen.
Im Anschluss an eine Neueinstellung der Maschine werden drei Packungen erzeugt. Diese Packungen werden

kontrolliert und es wird die jeweilige Anzahl darin enthaltener defekter Stiicke ermittelt. Die Ergebnisse dieser

Kontrollen sind in der nachstehenden Tabelle zusammengefasst.

in der ersten Packung

6 defekte Stlicke

in der zweiten Packung

3 defekte Stlicke

in der dritten Packung

4 defekte Stlicke

Die Fabriksleitung benétigt einen auf dem vorliegenden Datenmaterial basierenden Schétzwert fiir die Wahrschein-

lichkeit p, dass ein von der neu eingestellten Maschine erzeugtes Stiick fehlerhaft ist.

Aufgabenstellung;:
Geben Sie einen moglichst zuverldssigen Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit p an, dass ein von der neu einge-

stellten Maschine erzeugtes Stiick fehlerhaft ist!

p:
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2.1 1,54...%
2.2 0,0403...% 1 zu 2480,1...

2.3 a)90% b)72% ¢)0,0362...% d) 0%
Die WS, dass 23 Personen lauter verschiedene Zufallszahlen von 1 bis 365 wéihlen, ist 49,2... %.

2.4 0,000910..% ~ 1 zu 109776
2.5 a) 1,22...- 1075% = 1 zu 8 145 060 b) 2,87...-1073% ~ 1 zu 34808 ) 0,13..% ~ 1 zu 733 d) 2,24..% ~ 1 zu 45

2.6 n = 4037

Y
1

08
06

2.7 Die Wahrscheinlichkeit, dass sie einander treffen, ist 36 %.
04

0.2

0 02 04 06 08 1
from random import uniform
3 treffer = 0
5 5 5 5 5 for i in range(100000):
28 a)z°+y“=1 b)z"+y°<1l «c) Ax3,14 d) Python-Code: ¢ x = uniform(e,1)
7 y = uniform(@,1)
IF(xFF2 + y*FR2 < 1):
treffer += 1

1 print("N&herungswert fir Pi:", treffer/100000*4)
2.9 28,65...%

2.10 a b) b=7,31...cm

b
) 596-10°

2.11 25% 2

2.12 60,73... %

a) Die beiden Dreiecke sind jeweils gleichschenkelig (Radius ist Schenkel). Also sind die Basiswinkel gleich gro8.
b) 180° = (180° —2-a)+(180° —-2-8) = .-+ = a+ B =90°
1 from random import randint

anzahlWuerfe = @
wuerfelergebnisse = [0,0,0,0,0,0]

w = randint(e,5)
wuerfelergebnisse[w] += 1
anzahlWuerfe += 1

2.13 a) 247 Mal b) ~ 1 zu 440030 C) 5 while(max(wuerfelergebnisse) < 42):

print(“Anzahl Wirfe:", anzahlWuerfe, "\nWirfelergebnisse:", wuerfelergebnisse)

2.14 0,793... % =1:126

2.15 a) 0,198...% =~ 12zub505 b)0,144...% =1 zu 694
2.16 19%

2.17 &

2.18 Richtig ist die 4. Antwort von oben.

2.19 16,31...%

2.20 P=10,83%

2.21 21,1%

2.22 p=323 =433..%
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3. ZUFALLSEXPERIMENTE & WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

[=F
MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
V' Arbeitsblatt — Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsraume

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

S . & MmF

Beim Pen-&-Paper-Rollenspiel Dungeons & Dragons wird haufig ein fairer 20-seitiger Wiirfel (,,Ikosaeder) mit

den Zahlen 1 bis 20 geworfen. Du wiirfelst einmal mit diesem Wiirfel.

P
a) Gib den Ergebnisraum € an. m
b) Beim Ergebnis 20 spricht man von einem kritischen Treffer. Berechne P(,kritischer Treffer). gl

¢) Um eine bestimmte Probe zu bestehen, muss die gewiirfelte Zahl mindestens 14 sein.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass du die Probe bestehst.

a "y B MmF

Eine Schachtel enthélt 5 rote Kugeln, 3 blaue Kugeln und 2 griine Kugeln. Du ziehst nach dem Zufallsprinzip eine
Kugel.
Das Ergebnis ist die Farbe der gezogenen Kugel: Q = {rot, blau, griin}.

a) Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein. b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten:
Ergebnis w; rot blau grin ) P(srot oder blau®)
ii) P(,rot oder grin“)
P({wi}) iii) P(,blau oder griin“)
iv) P(,rot oder blau oder grin“)
~wEEr MmF

Um die Wahrscheinlichkeiten fiir die 6 Seiten eines gezinkten Wiirfels zu schétzen, wirfst du ihn 1000 Mal und

notierst die Ergebnisse. Die absoluten Haufigkeiten der 6 Zahlen sind in der Tabelle zusammengefasst:

Ergebnis [-] - -] ] [

Absolute Haufigkeit 84 190 218 127 139 242

a) Berechne die relativen Haufigkeiten der 6 Ergebnisse als Schétzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten.

Ergebnis [+ 7] [ i ] H

Relative Haufigkeit

b) Berechne mit den Schitzwerten die Wahrscheinlichkeit eine gerade Augenzahl zu wiirfeln.
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3.4 © MmF
Du wiirfelst mit einem gezinkten 6-seitigen Wiirfel: € = {[- ][, [, 2 [ 3}
Im nebenstehenden Stabdiagramm sind die Wahrscheinlichkeiten py, D
P2, P3, P4, ps fiir die Augenzahlen von 1 bis 5 dargestellt. 03|
0.25
a) Ermittle pg, und zeichne rechts den zugehorigen Stab ein. 02
Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein. 0.15
0.1
Ergebnis Wi m f m m m f 0.05 .
1
pi = P({wi}) 0 6
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiirfelte Augenzahl ungerade ist.
c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiirfelte Augenzahl mindestens 4 ist.
d) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiirfelte Augenzahl grofler als 2 ist.
~Vas MmF
Von einem gezinkten 6-seitigen Wiirfeln kennst du die Wahrscheinlichkeiten von 4 der 6 Seiten:
Bracbuiswi | [~ | 7 | 7| F7 | 5|
P({w;}) 20% | 20% | 256% 5% x % y %
Du weifit, dass P({{3],[=]}) = 30% gilt. Berechne P({=]}) und P({:}).
~WEE MmF
Von einem gezinkten 6-seitigen Wiirfeln kennst du die Wahrscheinlichkeiten von 4 der 6 Seiten:
Ergebnis w; [+ [] [o] [
P({w;}) 20% | 20% | 25% 5% x% y %
Du weifit, dass P(,,ungerade Augenzahl®) doppelt so grof} ist wie P(, gerade Augenzahl®).
Berechne P({-:}) und P({i]}).
- MmF

.

3.7

Du wirfst einen gezinkten 6-seitgen Wiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.

o Die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl héchstens 3 ist, betriagt 42 %.

o Die Wahrscheinlichkeit, dass Augenzahl mindestens 3 ist, betrigt 70 %.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Augenzahl genau 3 ist.
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a a "= Bundesministerium

Bildung, Wissenschaft )
3.8 s

und Forschung

Das im Folgenden beschriebene Spiel wird mit herkdmmlichen fairen Spielwiirfeln gespielt, bei denen die Au-
genzahlen 1 bis 6 jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Wiirfelergebnis auftreten. Es werden 2 Spielwiirfel
gleichzeitig geworfen und es wird deren Augensumme bestimmt. Nun sollen die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
ermittelt werden.

a) Tragen Sie die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten als Briiche in die nachstehende Tabelle ein.

Augensumme 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

Wahrscheinlichkeit

Es wird Thnen nun folgendes Spiel vorgeschlagen: Sie gewinnen, wenn die Augensumme 5, 6, 7 oder 8 betragt.

Oder: Sie gewinnen mit allen {ibrigen Augensummen.

b) Ermitteln Sie, welche der beiden Moglichkeiten die hohere Gewinnwahrscheinlichkeit hat.

y a = ium

Bildung, Wissenschaft )
3.9 s

und Forschung

Die Osterreichischen Lotterien bieten eine Onlineform des Briefloses an. Ein Online-Brieflos kostet 1 €.

Die Hohe und die Anzahl der Gewinne konnen der nachstehenden Tabelle entnommen werden.

Gewinnein € | 100000 | 10000 | 1000 | 500 | 100 10 2 1
Anzahl 3 10 50 | 100 | 2000 | 21700 | 400000 | 1400000

Insgesamt wurden 6,6 Millionen Online-Lose aufgelegt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass jemand beim Online-Kauf eines einzelnen Loses. . .

a) ...genau seinen Spieleinsatz in Hohe von 1 € zurtickgewinnt,

b) ...einen hoheren Gewinn als den Lospreis erzielt.

3.1 a) Q=1{1,2,3,...,20} b)5% ¢)35%
Ergebnis w; rot blau | grin
P({wi}) 50% | 30% | 20%

5.5 ay | Prachns L] [T BT [ 3 E
Relative Héaufigkeit | 8,4% | 19% | 21,8% | 12,7% | 13,9% | 24,2%
3.4 a) p1 =25%, p2 =20%, p3 =20%, pa =15%, ps =15%, ps =5% b)60% <¢)35% d)55%
3.5 P({I) =25%  P{IH) =5%

3.6 P({]}) =21,66... % P{EI}) =8,33...%

3.2 a)

b) i) 80% i) 70% iii) 50% iv) 100%

b) 55,9%

3.7 12%
Augensumme 2| 3|4|5|6 |7 [8]|9]|10]11]12
3.8 a) ket | | 2|3 |4 |5 6|5 |a|3|2]|1
Wahrscheinlichkeit | 75 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

b) Die WS fiir die Augensumme 5, 6, 7 oder 8 ist mit % grofler als die WS fiir die restlichen Augensummen mit %.
3.9 a) 21,21..% b) 6,42...%
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4. ZUFALLSVARIABLEN

[=]:5
MmF-Materialien .-
i MmF

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
v’ Arbeitsblatt — Zufallsvariablen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

/
S . & MmF
Du wirfst einen fairen 6-seitigen Wiirfel mit Augenzahlen von 1 bis 6.
Die Zufallsvariable X gibt die gewiirfelte Augenzahl an.
a) Trage die Wahrscheinlichkeiten und die Werte der Zufallsvariable in die Tabelle ein.
wi [ " K e
P({wi})
X (wi)
b) Berechne den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von X.
Wy MmF
Du wirfst einen gezinkten 6-seitigen Wiirfel mit Augenzahlen von 1 bis 6.
Jede gerade Augenzahl tritt mit Wahrscheinlichkeit g auf.
Jede ungerade Augenzahl tritt mit Wahrscheinlichkeit u auf.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sechser ist drei Mal so grofl wie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Einser.
a) Berechne g und w.
Du gewinnst das 5-fache der gewiirfelten Augenzahl in €. Die Zufallsvariable X gibt deinen Gewinn in € an.
b) Trage die Wahrscheinlichkeiten und die Werte der Zufallsvariable in die Tabelle ein.
P({wi})
X (wi)
¢) Berechne den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von X.
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"V a3 ™

In einer Urne befinden sich 3 rote Kugeln, 5 blaue Kugeln und 2 griine Kugeln.

Gegen einen Einsatz von 5 € darf man nach dem Zufallsprinzip eine Kugel aus der Urne ziehen.

« Ist die gezogene Kugel rot, erhdlt man 4 €.
o Ist die gezogene Kugel blau, erhilt man 3 €.

Das Spiel soll fair sein. Wie viel € muss man erhalten, wenn die gezogene Kugel griin ist?

a4

Arabella bietet dir das folgende Gliicksspiel an: .
In einem Beutel befinden sich 84 Murmeln.

. % der Murmeln sind rot.

e 25% der Murmeln sind blau.

¢ Die restlichen Murmeln sind griin.
Du ziehst nach dem Zufallsprinzip eine Murmel aus dem Beutel.
o Ist die gezogene Murmel rot, musst du 7 € an Arabella zahlen.

o Ist die gezogene Murmel blau, erhéltst du 4 € von Arabella.
e Ist die gezogene Murmel griin, erhiltst du 2 € von Arabella.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass du Geld gewinnst?
b) Ist das Spiel fair? Falls nein, macht Arabella durchschnittlich Gewinn oder Verlust?

\

MmF

a5

In einem Casino gibt es bei einem Gliicksrad 3 mogliche Ergebnisse.

Abhéngig vom gedrehten Ergebnis zahlt das Casino den dargestellten Betrag aus.

a) Die Zufallsvariable X gibt die Auszahlung bei einer Drehung an.
Berechne den Erwartungswert von X.
b) Pro Stunde drehen durchschnittlich 40 Personen am Gliicksrad.
Das Casino hat 18 Stunden pro Tag und 28 Tage pro Monat gedffnet.
Wie viel Geld sollte das Casino pro Drehung verlangen, damit es auf lange Sicht
durchschnittlich 2000 € Gewinn pro Monat am Gliicksrad erzielt?

\

MmF

46

Die Zufallsvariable X kann vier verschiedene Werte annehmen:

x5 1 2 3 10000

P(X = ;) 40% 34% 25 % 1%

a) Berechne den Erwartungswert von X.
Dieses Beispiel zeigt: Wenn man nur den Erwartungs-

b) Berechne P(X < 3) wert von X kennt, weifl man noch nicht, welcher Wert
bei einem einzigen Versuch ,zu erwarten® ist.

c) Berechne die Varianz und die Standardabweichung von X.
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S . & MmF

Du wirfst einen fairen 6-seitigen Wiirfel (Augenzahlen 1 bis 6) und einen fairen 4-seitigen Wiirfel (Augenzahlen
1 bis 4). Die Zufallsvariable X gibt die Augensumme der beiden Wiirfel an.

a) Trage die Augensumme X abhéngig vom Ergebnis der beiden Wiirfel in die Tabelle ein.

1 2 3 4 ) 6

3

4

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fir jede mogliche Augensumme, und trage sie in der Tabelle ein.

T 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¢) Beschreibe das Ereignis in Worten, und berechne seine Wahrscheinlichkeit.
)X >7 i) X <5 iii)4<X <7

d) Berechne den Erwartungswert von X.

S . & MmF

Beim Roulette gibt es 37 Felder, die mit den Zahlen von 0 bis 36 durchnummeriert sind.
Davon sind 18 Felder rot, 18 Felder schwarz, und ein Feld ist griin.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten zum Setzen von Geld.

a) Rot: Wenn die Kugel auf einem roten Feld landet, erhdlt man das
Doppelte des Einsatzes zuriick. Andernfalls verliert man den Einsatz.
b) Erstes Dutzend: Wenn die Kugel auf einem Feld mit einer Zahl

von 1 bis 12 landet, erhélt man das Dreifache des Einsatzes zurtick.

Andernfalls verliert man den Einsatz.
c) 24: Wenn die Kugel auf dem Feld mit der Zahl 24 landet, erhélt man das 36-fache des Einsatzes zuriick.

Andernfalls verliert man den Einsatz.

In der 1. Runde setzt du 37 € auf Rot.

X ist der Gewinn in der 1. Runde nach Abzug des Einsatzes.
In der 2. Runde setzt du 37 € auf das erste Dutzend.

X, ist der Gewinn in der 2. Runde nach Abzug des Einsatzes.
In der 3. Runde setzt du 37 € auf die Zahl 24.

X3 ist der Gewinn in der 3. Runde nach Abzug des Einsatzes.

Berechne jeweils den Erwartungswert und die Standardabweichung von X7, X5 und Xj.
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-

T = MmF
In der zukiinftigen Losauflage ,,Piratenschatz* wird es 15 Mio. Rubbellose geben. Anzahl Auszahlung
Der Preis pro Rubbellos betrégt 2 €. x 54321 €
Die absoluten Haufigkeiten der ,,Gewinnlose“ sind in der nebenstehenden Tabelle 60 3000 €
dargestellt. 300 300 €
6000 100 €

a)

Die Lotterie wahlt die Anzahl z der Hauptpreise so, dass sie beim Verkauf

aller Lose einen Gewinn von mindestens 5000000 € erzielt. 17000 60 €
Wie grof§ darf = hochstens sein? 50000 30 €

b) Markus kauft sich bei dieser Auflage ein Rubbellos. 150000 8€
Wie grof3 ist sein erwarteter Verlust? 600 000 6€
1500000 4€
4000000 2€

- MmF

4.10

Du hast einen Vorrat an fairen 6-seitigen Wiirfeln mit den Augenzahlen von 1 bis 6.

a)

b)

Du wiirfelst mit einem Spielwiirfel.
Die Zufallsvariable X gibt die gewiirfelte Augenzahl an.
Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein, und berechne den Erwartungswert E(X7).

k 1 2 3 4 ) 6

P(Xy = k)

Du wiirfelst mit 2 Spielwiirfeln.
Die Zufallsvariable X5 gibt die groiere der beiden gewtlirfelten Augenzahlen an.

Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein, und berechne den Erwartungswert E(X3).

k 1 2 3 4 5 6

P(Xy = k)

Du wiirfelst mit n Spielwiirfeln.
Die Zufallsvariable X,, gibt die groite der n gewiirfelten Augenzahlen an.

Man kann zeigen, dass dann

s () - (3@~ -0

gilt. Ermittle den Grenzwert lim E(X,).
n—roo
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TR <z MmF

a) In einer Urne sind 6 graue Kugeln und 2 weile Kugeln. Du ziehst eine Kugel nach der anderen, bis alle Kugeln
gezogen sind. Das Ergebnis schreibst du als Folge an. Zum Beispiel: (G, W,G,G,G,G,W,G).

a) Wie viele verschiedene Ergebnisfolgen gibt es?

Die Zufallsvariable X gibt an, bei der wievielten Ziehung du die zweite weifle Kugel ziehst.
Zum Beispiel: X((G,W,G,G,G,G,W,G)) = 1.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir jeden moglichen Wert von X, und trage sie in der Tabelle ein.

a8 2 3 4 5 6 7 8

c) Berechne den Erwartungswert von X.

Den Erwartungswert kann man heuristisch so erklaren: , Durchschnittlich ziehe ich die weiffen und grauen Kugeln
im regelmafSigen Rhythmus (G,G,W,G,G, W, G,G), also ist durchschnittlich die 6. Kugel die zweite weifle Kugel.“

b) Bei einem Kartenspiel ziehst du von einem Stapel mit 29 Karten eine Karte nach der anderen. Du gewinnst
das Spiel, sobald du alle 4 speziellen Karten (,,Combo-Karten*) dieser 29 Karten gezogen hast.
Verwende die heuristische Erklarung, um die folgende Frage zu beantworten: Wie viele Karten befinden sich

noch durchschnittlich am Stapel, sobald du die vierte Combo-Karte gezogen hast?

412 © = swdemiisteron

und Forschung

Auf dem Etikett einer Getrankeflasche ist ein Code fiir ein Gewinnspiel aufgedruckt.

e Die Wahrscheinlichkeit, mit diesem Code einen Gewinn von € 10 zu erzielen, betragt 1 %.

o Die Wahrscheinlichkeit, mit diesem Code einen Gewinn von € 2 zu erzielen, betragt 4 %.

Es gibt keine weiteren Gewinne. Die Zufallsvariable X gibt den Gewinn (in €) fiir einen Code an.

Aufgabenstellung;:
Berechnen Sie den Erwartungswert E(X).
" a3 © )
Die Zufallsvariable X kann nur die Werte 10, 20 und 30 annehmen. p ™ " e
Die nebenstehende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an, PX=A A
= a

wobei a und b positive reelle Zahlen sind.
Aufgabenstellung;:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Der Erwartungswert von X'ist 20. ]

Die Standardabweichung von X ist 20.

a+b=1

P10 < X < 30) = 1

0oy

P(X < 10) = P(X > 10)
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~ 414 ©

Gegeben sind die zwei Zufallsvariablen X und Y, die jeweils genau 7 ganzzahlige Werte mit positiver Wahrschein-

lichkeit annehmen. Nachstehend sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir X und Y dargestellt.

PX =K PY=K)
0,4 0,44
03 03
02 02
0,1+ ‘ | | ’ 0,14
k I k
0,0 T T T T T T T T 010 T ! T T T T T !
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 6 7 8
Aufgabenstellung:

Ergénzen Sie die Textliicken im nachstehenden Satz durch Ankreuzen des jeweils zutreffenden Satzteils so, dass

eine richtige Aussage entsteht.

FUr die Erwartungswerte £(X) und E(Y) gilt ® ;
fUr die Standardabweichungen o (X) und o(Y) gilt @ .
® ®
EX) <E(Y) U] o) < o(Y) U]
EX) =E(Y) L] o) =o(Y) L]
EX) > E(Y) ] o) > a(y) U]
415 ¢ = s

und Forschung

In den nachstehenden Diagrammen sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen zweier Zufallsvariablen X und Y
dargestellt. Die Erwartungswerte der Zufallsvariablen werden mit E(X) und E(Y), die Standardabweichungen
mit 0(X) und o(Y) bezeichnet.

0,35 A 0,35 A
0,30 A 4
0,25 4 4
< 0,20 -
Il
=015 A
0,10 4
0,05 A
0,00 A
0
Aufgabenstellung;:
o . EX)=E(Y) ]
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!
oX)>a(Y) L]
PX < 3) < P(Y<3) ]
PB<X<7)=P@B<Y<7) | [
P(X<5)=0,3 ]
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416

In der Mitte des rechts abgebildeten Gliicksrads ist ein Zeiger montiert.

Fiir jede Drehung des Zeigers gilt:

Der Zeiger bleibt in jedem Sektor mit der Wahrscheinlichkeit % stehen.

Die Gewinne, die ausbezahlt werden, wenn der Zeiger im entsprechenden Sektor stehen
bleibt, sind auf dem nebenstehend abgebildeten Gliicksrad angeschrieben (a € RT).
Der Zeiger wird 1-mal gedreht.

Die Zufallsvariable X gibt dabei die Hohe des ausbezahlten Gewinns an.
Fiir den Erwartungswert in Euro gilt: E(X) = 4,5

Aufgabenstellung:
Ermitteln Sie a.
" aar ° = BTG

Eine bestimmte Zufallsvariable X kann nur den Wert —4, den Wert 0 oder den Wert 2 annehmen.
Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt:

e P(X=-4)=03
e P(X=0)=a
e P(X=2)=b
Dabei sind a und b positive reelle Zahlen. Der Erwartungswert von X ist null, also E(X) =0.

Aufgabenstellung:

Geben Sie a und b an.

a =
b =
- - T o Wiesamecnatt
4.18 g, fysaeneche)
Die angefiihrte Tabelle zeigt die durchschnittliche Anzahl der Regentage i durchschnittliche
in Gmunden (Oberdsterreich) fiir die Monate Juni bis September. Anzahi der Regentage
.. Juni 15,2
In einem Hotel kostet eine bestimmte Zimmerkategorie 75 € pro Uber- i 38
nachtung. Der Hotelier hat fiir den Monat August nun folgende Idee: August 12,3
Hotelgéste sollen fiir jeden Regentag nur mehr die Hélfte bezahlen. Da- September 11,0
mit der durchschnittliche Zimmerpreis von 75 € erhalten bleibt, erhoht
der Hotelier den offiziellen Zimmerpreis.
1) Berechnen Sie, wie hoch er den neuen Zimmerpreis ansetzen muss.
-~ - = Bi :rv Wissenschaf
4.19 e

Als Werbestrategie wird den Besuchern ein Gewinnspiel angeboten. Jeder Besucher darf mit einem fairen Spiel-
wiirfel, bei dem die Augenzahlen 1 bis 6 mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, einmal wiirfeln. Zeigt
der Wiirfel die Augenzahl 6, gewinnt man einen 10-Euro-Gutschein, bei der Augenzahl 5 gewinnt man einen

5-Euro-Gutschein. Bei jeder anderen Augenzahl gewinnt man nichts.

1) Berechnen Sie den Erwartungswert des Gewinns eines Besuchers.

2) Interpretieren Sie die Bedeutung des Erwartungswerts im gegebenen Sachzusammenhang.
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wi IR TR
41 a) | P({wi}) | Yo | Yo | Ve | Ve | Vs | /s
X (ws) 1| 2| 3] 4] 5] 6

b) E(X)=35 V(X)=20916... o(X)=1,707...

wi LI LT T ] B

4.2 a) | P({ws}) | 12 | 3/12 1/12 3/12 1/12 3/12

X(w;) |5€ |10€ |15€ |20€ | 25€ | 30€
b) E(X)=18,75€ V(X)=71,35... o(X)=8,447... €

4.3 11,50 €

4.4 a) 2 b) Arabella gewinnt durchschnittlich 0,071... €.

4.5 a) E(X)=3,50€ b) Das Casino sollte mindestens 3,60 € pro Drehung verlangen.

4.6 a) E(X) =101,83 b)99% ¢) V(X)=989634,6... o(X)=9948...

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
4.7 a)

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10
b) 5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(X =x;) | /24 | 2/24 | 3/24 | 4/24 | 4/24 | 4/24 | 3/24 | 2/24 | 1/24

c) i) P(,Augensumme gréfer als 7¢) = 25 %
ii) P(,Augensumme hochstens 5¢) = 41,66... %

iii) P(,,Augensumme mindestens 4 und héchstens 7¢) = 62,5 %

d) E(X)=6
4.8 E(X;)=-1€ o(X;)=236,98...€ E(Xy)=-1€ o(X1)=51,9...€ E(X3)=-1€ o(X;)=216¢€
4.9 Es darf hochstens @ = 51 Hauptpreise geben. Der erwartete Verlust von Markus betriagt rund 0,34 €.
k 1 2 3 4 5 6
4.10 a)
— 1 1 1 1 1 1
P(X1 = k) s 5 5 5 s s
E(X1)=3,5
k 1 2 3 4 5 [§
b)
P(X> = k) 35 35 35 3 35 3
E(X3) =4,47...

c) lim, o E(X,) =6
4.11 a) a) 28 verschiedene Ergebnisfolgen

b) Ty 2 3 4 5 6 7 8
P(X =x;) | 1/28 | 2/28 | 3/28 | 4/28 | 5/28 | 6/28 | 7/28
c) E(X)=6

b) Es befinden sich noch durchschnittlich 5 Karten am Stapel.
4.12 E(X)=0,18 €
4.13 Richtig sind die 1. und die 4. Antwort von oben.

4.14 E(X) < E(Y) o(X)>o(Y)

4.15 Richtig sind die 1. und die 3. Antwort von oben.
4.16 a =14

4.17 a=0,1 b=0,6

4.18 93,56 €

4.19 1) 2,50 €

2) Wenn viele Personen an dem Spiel teilnehmen, dann ist ein durchschnittlicher Gewinn von 2,50 € pro Person zu erwarten.
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5. BAUMDIAGRAMME UND WAHRSCHEINLICHKEITEN

[OfC:
MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
V' Arbeitsblatt — Baumdiagramme und Wahrscheinlichkeiten

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 10. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

AU 51 MmF
In einem Murmelbeutel befinden sich 12 rote, 8 blaue und 10 griine Murmeln. o
Du ziehst 3 Mal hintereinander eine Murmel nach dem Zufallsprinzip heraus 4
und legst sie dazwischen wieder in den Beutel zuriick. (,,Ziehen mit Zuriicklegen®) %

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass jede gezogene Murmel rot ist.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass keine gezogene Murmel rot ist. Warum ist 1 — P(,jede Murmel rot*) falsch?
c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine gezogene Murmel blau ist.
d) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Ablauf rot — rot — blau.
e) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von den 3 Murmeln zwei rot sind und eine blau ist.
f) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die 3 gezogenen Murmeln die gleiche Farbe haben.
Diesmal ziehst du n Mal hintereinander mit Zuriicklegen aus dem Murmelbeutel.
g) Wie grofl muss n sein, damit die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine rote Murmel
unter den n Ziehungen grofler als 99,9 % ist?

S T B MmF
In einem Murmelbeutel befinden sich 12 rote, 8 blaue und 10 griine Murmeln.

2,

Du ziehst 3 Mal hintereinander eine Murmel nach dem Zufallsprinzip heraus *4)

und legst sie dazwischen nicht in den Beutel zuriick. (,,Ziehen ohne Zuriicklegen®) &

Gleichbedeutend: Du ziehst auf einmal 3 Murmeln nach dem Zufallsprinzip aus dem Beutel.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass jede gezogene Murmel rot ist.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass keine gezogene Murmel rot ist.

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine gezogene Murmel blau ist.
d) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir den Ablauf rot — rot — blau.

e) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von den 3 Murmeln zwei rot sind und eine blau ist.

f) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die 3 gezogenen Murmeln die gleiche Farbe haben.
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MmPF

5.3

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ...

a) ...
b) ...

alle 4 Kugeln rot sind?

d) ...

\

du mehr rote Kugeln als griine Kugeln ziehst?

c) ...du gleich viele rote Kugeln wie griine Kugeln ziehst?

du zuerst 2 rote Kugeln ziehst und danach 2 griine Kugeln ziehst?

In einer Urne befinden sich 5 rote Kugeln und 4 griine Kugeln. Du ziehst 4 Kugeln ohne Zuriicklegen.

Hinweis: Wie viele solche Abldufe gibt es?

J

™\ 5.4

legen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ...
a) ...

sich keine rote Kugel unter den 6 Kugeln befindet?

MmF

In einer Urne befinden sich 4 rote Kugeln, 5 griine Kugeln und 6 blaue Kugeln. Du ziehst 6 Kugeln ohne Zuriick-

von 1 bis 100 nach dem Zufallsprinzip. Danach
versucht Philipp diese Zahl (ohne {ibernatiirliche

Fahigkeiten) zu erraten.

¥

(1

F ]

b) ...die ersten 3 Kugeln blau sind, die 4. und 5. Kugel griin sind und die letzte Kugel rot ist?
c) ...von den 6 Kugeln insgesamt 3 Kugeln blau sind, 2 Kugeln griin sind und eine Kugel rot ist?
AU 55 MmF
Du wirfst 8 Mal eine faire Miinze. Welche Abfolge ist wahrscheinlicher?
Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf — Kopf oder
Zahl — Kopf — Kopf — Zahl — Zahl — Kopf — Zahl — Kopf
Begriinde deine Antwort.
V5o MmF
In einem Krug befinden sich drei rote, zwei griine und fiinf blaue Kugeln.
Drei Kugeln werden ohne Zuriicklegen gezogen.
a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Kugeln dieselbe Farbe haben.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Kugeln verschiedene Farben haben.
~PE MmF
Philipp meint zu Karin, dass er iibernatiirliche TM PSYCHIC, OKeY, THINK OF ANUMBER [ T TRY NOTTO LET IT DON'TWORRY ABOUT IT.
YOU KNOW. FRom DNETDONE HUNDRED, | AFFECT MY LIFETOO MUCH.| | FORGET T SAID ANYTHING.
Féhigkeiten hat: Karin wahlt geheim eine Zahl ms»zzsno umr IANT BUT—
S'UCH THING. HOLY SHIT! BEUM THI. ﬁsnﬁ?

I UH
OK, SURE.

THIS TRICK MAY ONLY WORK. 1% OF THE TIME,
BUT WHEN IT DOES, IT5 TOTALLY WORTH IT.

Quelle: https://xkcd.com/628

Philipp und Karin fithren dieses Zufallsexperiment 100 Mal unabhéngig voneinander durch.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Philipp mindestens einmal die richtige Zahl errét.
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S T & MmPF

In der Genetik werden Krankheiten mit autosomal-rezessivem Erbgang untersucht. Das bedeutet:

Jeder Mensch hat von einem bestimmten Gen zwei Kopien.

e Wenn in beiden Genen ein Defekt vorliegt, dann tritt die Krankheit auf.

e Wenn in héchstens einem der beiden Genen ein Defekt vorliegt, dann tritt die Krankheit nicht auf.

Jeder Mensch erbt nach dem Zufallsprinzip jeweils eine der beiden Kopien von Mutter und Vater.
Bei beiden Grofiviter eines Kinds ist diese Krankheit aufgetreten.

Bei beiden Eltern des Kinds ist diese Krankheit nicht aufgetreten.

Wie wahrscheinlich ist es, dass diese Krankheit beim Kind auftritt?

- MmF

5.9
Um ein bestimmtes Gleichungssystem zu l6sen, sind 50 Rechenschritte notwendig.

Jeder Rechenschritt wird unabhéngig von den anderen Schritten mit Wahrscheinlichkeit p richtig durchgefiihrt.
a) Lukas fiihrt jeden Rechenschritt mit der Wahrscheinlichkeit p = 99 % richtig durch.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Lukas mindestens einen Rechenschritt falsch durchfithrt?

b) Lorenz mochte das Gleichungssystem mit mindestens 90 % Wahrscheinlichkeit fehlerfrei 16sen.
Welche Sicherheit p benétigt Lorenz dafiir bei jedem Rechenschritt?

- MmF

5.10
Ein Kandidat spekuliert bei einer Priifung und lernt nur 40 der 60 aufgelisteten Fragen, da er von den drei bei der
Prifung gestellten Fragen eine Frage streichen darf. Die Priifung gilt als bestanden, wenn er die beiden anderen

Fragen beantworten kann.

— Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er die Priifung besteht.

\ J

MmF

-

5.11
Drei Freundinnen gehen in ihr Stammlokal La Carbonara. Der Kellner schitzt die Bestellwahrscheinlichkeit der drei
Freundinnen fiir Saltimbocca alla Romana aus Erfahrung mit 50 %, 30 % bzw. 20 % ein. Zu seiner Verwunderung
bestellt heute wieder keine der drei Freundinnen Saltimbocca alla Romana, obwohl doch 50 %+30 %-+20 % = 100 %

ist. Das ist auch frither schon 6fter passiert.

— FErklare dem Kellner, warum er sich nicht wundern sollte, und berechne die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
Saltimbocca alla Romana wird von mindestens einer der drei Freundinnen bestellt unter der Annahme, dass

sie sich in ihrer Mentiwahl nicht gegenseitig beeinflussen.

W12 MmF

a) Ein Zufallsgenerator erzeugt 5 natiirliche Zahlen von 1 bis 70 nach dem Zufallsprinzip.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass alle 5 Zahlen voneinander verschieden sind.
b) Ein Zufallsgenerator erzeugt 42 natiirliche Zahlen von 1 bis 70 nach dem Zufallsprinzip.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass alle 42 Zahlen voneinander verschieden sind. Hinweis: Verwende ,,!%
Gib die Wahrscheinlichkeit als Verhaltnis ,1 zu ...“ an.
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Bei einer Gameshow stehen vor dir 2 gleich aussehende Urnen sowie 50 griine und 50 rote Kugeln. Du darfst die
100 Kugeln beliebig auf die beiden Urnen verteilen, wobei jede Urne mindestens eine Kugel enthalten muss.
Danach schlieit du die Augen. Die Kugeln in den Urnen werden durchgemischt und die Urnen evtl. vertauscht.
Schlielich wéahlst du nach dem Zufallsprinzip eine Urne und ziehst eine Kugel nach dem Zufallsprinzip heraus.
Wenn die gezogene Kugel griin ist, gewinnst du das Spiel.

Kann deine Aufteilung der Kugeln tiberhaupt einen Unterschied fiir deine Gewinnwahrscheinlichkeit machen?

a) Berechne deine Gewinnwahrscheinlichkeit, wenn du in beide Urnen 25 griine und 25 rote Kugeln legst.

b) Berechne deine Gewinnwahrscheinlichkeit, wenn du in eine Urne 49 griine Kugeln sowie 1 rote Kugel legst und
in die andere Urne umgekehrt 49 rote Kugeln und 1 griine Kugel.

¢) Berechne deine Gewinnwahrscheinlichkeit, wenn du in eine Urne nur eine griine Kugel legst und die anderen

99 Kugeln in die andere Urne legst.

AU 51a MmF
Bei einem Brettspiel fiir 2 Personen kommt es zu folgendem Wiirfelduell:

i) Lukas und Markus wiirfeln beide mit einem gewthnlichen 6-seitigen Spielwiirfel.

ii) Lukas addiert 2 zu seinem Wiirfelergebnis.

Markus ldsst sein Wiirfelergebnis gleich.

iii) Der Spieler mit dem héheren Ergebnis gewinnt das Wiirfelduell.

Bei Gleichstand wird so lange wiederholt, bis ein Spieler das Wiirfelduell gewinnt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
A = Lukas gewinnt beim ersten Wurf“
B = Markus gewinnt beim ersten Wurf.*

C = ,Niemand gewinnt beim ersten Wurf*
b) ﬁ Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Lukas schliefilich das Wiirfelduell gewinnt.
c) O Schreibe ein Python-Programm, das dieses Wiirfelduell 1 Million Mal durchfithrt und danach ausgibt,

wieviel Prozent dieser Wiirfelduelle Lukas gewonnen hat.

5.5 <7 MmF

Du wirfst 8 faire Spielwiirfel auf den Tisch.

a

Dein Interesse gilt den Wurffiguren ,Sechs + Zwei* (z.B. sechs Zweier und zwei Fiinfer) und ,Vier + Vier® (z.B.

vier Zweier und vier Funfer). Bei beiden Wurffiguren miissen zwei verschiedene Ziffern vorkommen.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Sechs 4+ Zwei®.

Gib die Wahrscheinlichkeit auch als Verhéltnis ,1 zu ...“ an.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir ,\Vier + Vier®

Gib die Wahrscheinlichkeit auch als Verhéltnis ,1 zu ...“ an.
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-

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim zweiten Wurf gewinnt?

d) ﬁ Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Felix das Spiel gewinnt?

MmF

5.16

Felix und Jakob wiirfeln abwechselnd mit einem gewthnlichen Spielwiirfel.

Derjenige, der zuerst einen Sechser wiirfelt, gewinnt sofort. Felix darf zuerst wiirfeln.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim ersten Wurf gewinnt?

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Felix beim dritten Wurf gewinnt?

Losungsansatz 1: Erinnere dich an die Summenformel fiir geometrische Folgen (b1, b, bs, ...) mit b,41 = by - g,
b

nimlich: by + by 4+ by + -+ = 1—1 falls |q| < 1.
—-4q

Losungsansatz 2: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Startspieler schlielich gewinnt, ist a.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Nicht-Startspieler schlielich gewinnt, ist b. Stelle 2 Gleichungen fiir @ und b auf.

a

517 <¢-MmF

Du wirfst einen fairen Spielwiirfel so oft, bis du drei Sechser geworfen hast.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass du hochstens sechs Wiirfe benotigst.

-

a Jesmi ium
5.18 Bildung, Wissenschaft )
| und Forschung

Nach Karl Landsteiner unterscheidet man vier Blutgruppen: 0, A, B und AB.

Diese kommen in Osterreich annihernd mit folgender relativer Haufigkeit vor:

Blutgruppe 0 A B AB
relative Haufigkeit 37 % 41 % 15 % 7%

Zuséatzlich wird je nach Vorliegen eines bestimmten Antigens noch zwischen Rhesus-positiv und Rhesus-negativ
unterschieden. 85% aller Personen in Osterreich sind Rhesus-positiv, alle anderen Rhesus-negativ, wobei die
Verteilung bei allen Blutgruppen gleich ist.

Im nachstehenden Baumdiagramm sind alle méglichen Félle fiir Blutgruppen mit ihrem Rhesusfaktor aufgelistet.

e’ ']
Blutgruppe Blutgruppe Blutgruppe Blutgruppe
0 A B AB
7\ \ 7\ \
7 \ \ ’ \ \
7 \ \ /7 \ \
7 \ \ 4 \ \
7 \ \ 7 AY \
/ \ \ / AY \
» < 4 » 4 <
Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-
positiv negativ positiv negativ positiv negativ positiv negativ

1) Vervollstiandigen Sie das obige Baumdiagramm, indem Sie die Pfeile mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
beschriften.
2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Person in Osterreich die Blutgruppe B

Rhesus-negativ hat.

3) Beschreiben Sie, welches Ereignis durch die beiden fett gezeichneten (nicht strichlierten) Pfade angegeben wird.
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™V 519 " L

d Forschung

In einer Kiste befinden sich 10 rote und 40 weile Kugeln. Jedes Kind darf 3-mal blind hineingreifen und je-
weils 1 Kugel herausholen. Dann werden die Kugeln fiir das nédchste Kind wieder hineingelegt. Das nachstehende

Baumdiagramm stellt diesen Sachverhalt fiir ein Kind dar.

R w R W R w R w

1) Kennzeichnen Sie im Baumdiagramm alle Moglichkeiten, 2 rote Kugeln (R) und 1 weile Kugel (W) zu ziehen.
2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind 3 rote Kugeln zieht.

~ 520 ° = Sideumiitetun

und Forschung

Bei der Produktion von Rucksécken treten erfahrungsgemaf 3 verschiedene Fehlerarten unabhéngig voneinander

auf.

P(,Nahtfehler¢) = 2% P(,,Reifiverschlussdefekt*) = 3% P(,Farbfehler) = 1%

a) Ein Rucksack wird zufillig ausgewdhlt und iiberpriift. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis E wird mit
P(E) =0,02-0,97 - 0,99 berechnet.

1) Geben Sie ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit so berechnet wird.

b) 1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Rucksack mindestens 1 dieser 3 Feh-

lerarten aufweist.

. J

™ 521 = Swdumitatun

und Forschung

Ein Kartenstapel besteht aus 20 Diener-Karten und 10 Zauber-Karten. Sabine zieht ohne Zuriicklegen 3 Karten
aus diesem Kartenstapel.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sabine dabei genau 1 Zauber-Karte zieht.

2) Beschreiben Sie ein Ereignis F im gegebenen Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem nach-
stehenden Ausdruck berechnet wird.
20 19 18

PE)=1-55"2" 38

=0,719...
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™~ 522 ° " sl

Pac-Man ist ein Videospiel, das 1980 verdffentlicht wurde. Die Spielfigur Pac-Man muss Punkte in einem Labyrinth

fressen, wahrend sie von Gespenstern verfolgt wird.
Erwischt Pac-Man eine ,Kraftpille“, so kann er fiir eine gewisse Zeit lang selbst Gespenster fangen und damit
Bonuspunkte sammeln. In der nachstehenden Abbildung ist eine mogliche Spielsituation dargestellt. Ein Spieler

versucht, mit Pac-Man eine der Kraftpillen zu erreichen, und wird von 3 Gespenstern verfolgt.

K.ra%tp.ille.

’ K.raftpille

Der Spieler entscheidet sich mit angegebener Wahrscheinlichkeit fiir eine der beiden dargestellten Richtungen
(links/rechts) und versucht, die jeweilige Kraftpille zu erreichen. In der nachstehenden Tabelle sind die moglichen

Ereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten angegeben.

ein Gespenst Pac-Man erreicht
Wahl der Richtung erwischt Pac-Man eine Kraftpille
links 25 % 65 % 35 %
rechts 75 % 45 % 55 %

1) Stellen Sie die moglichen Ausgénge des Spielverlaufs und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten durch ein
Baumdiagramm dar.

2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Pac-Man eine der Kraftpillen erreicht.

* 523 ™ = sdemiistean

und Forschung
FEin Hotel kann 93 Zimmer vermieten.
Die Hotelzimmer wurden teilweise renoviert. Bei einer Onlinebuchung wird einem Gast zuféllig ein Zimmer zu-
gewiesen. Das nachstehende Baumdiagramm zeigt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das zugeteilte Zimmer ein

Raucher- bzw. Nichtraucherzimmer ist und mit welcher Wahrscheinlichkeit das Zimmer renoviert bzw. nicht re-

21 72
93 93

Raucherzimmer Nichtraucherzimmer

2 1 5 1

noviert wurde.

3 3 6 6

renoviert nicht renoviert renoviert nicht renoviert

1) Kreuzen Sie die richtige Aussage an. [1 aus 5]

7 24

i immer) = L. 2, 24 .5
P(,renoviertes Zimmer") = T 5v5 6
P(,nicht renoviertes Zimmer*) = % + %
P(,renoviertes Raucherzimmer®) :%

P(,renoviertes Raucher- oder Nichtraucherzimmer) = 1

Ooigo|g

P(,nicht renoviertes Nichtraucherzimmer*) = 1 —

o~
8l
oo

2) Berechnen Sie mithilfe des Baumdiagramms die Anzahl der renovierten Zimmer.
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Im Rahmen einer Studie iiber die Wirksamkeit eines neuen Medikaments haben 50 % der Personen eine Infusion
mit Wirkstoff und die tibrigen 50 % der Personen eine Infusion ohne Wirkstoff bekommen.
65 % der Personen, die eine Infusion mit Wirkstoff bekommen haben, verspiirten eine Besserung. 55 % der Personen,

die eine Infusion ohne Wirkstoff bekommen haben, verspiirten ebenfalls eine Besserung.

1) Vervollstiandigen Sie das nachstehende Baumdiagramm so, dass es den beschriebenen Sachverhalt wiedergibt.

2) Beschreiben Sie ein Ereignis A im gegebenen Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem nach-

stehenden Ausdruck berechnet wird.

P(A) =0,5-0,65+0,5-0,55

a = d ium
Bildung, Wissenschaft
5.25 o 8

Forschung

a

Lukas wahlt fiir 40 % seiner Spiele eine aggressive Strategie, fiir die restlichen Spiele wihlt er eine defensive

Strategie.

e Spiele, fiir die er eine aggressive Strategie wahlt, gewinnt er mit der Wahrscheinlichkeit p.

o Spiele, fiir die er eine defensive Strategie wahlt, gewinnt er mit der Wahrscheinlichkeit 54 %.

1) Vervollstiandigen Sie das nachstehende Baumdiagramm so, dass es den beschriebenen Sachverhalt wiedergibt.

| |

HZEN e B N

Die Wahrscheinlichkeit, dass Lukas ein zuféllig ausgewéhltes Spiel gewinnt, betragt 53,2 %.

2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p.
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Ein Kugelschreiber besteht aus zwei Bauteilen, der Mine (M) und dem Gehé&use mit dem Mechanismus (G). Bei
der Qualitatskontrolle werden die Kugelschreiber einzeln entnommen und auf ihre Funktionstiichtigkeit hin getes-
tet. Ein Kugelschreiber gilt als defekt, wenn mindestens ein Bauteil fehlerhaft ist.

Im nachstehenden Baumdiagramm sind alle méglichen Falle fiir defekte und nicht defekte Kugelschreiber aufge-
listet.

0,05

0,08 \i,saz 0,08 \0‘,92

G defekt Gisto. k. G defekt Gisto. k.

Aufgabenstellung:

0,95

Ordnen Sie den Ereignissen E1, Fo, F3 bzw. E4 die entsprechende Wahrscheinlichkeit p1, po, p3, ps, ps oder pg zu!

E;i: Eine Mine ist defekt und das Ge-

hause ist in Ordnung. A | p,=0,95-0,92

E»: Ein Kugelschreiber ist defekt. B | p,=0,05-0,08+0,95-0,08
Es: Hochstens ein Teil ist defekt. C | p,=0,05+0,92
E,: Ein Kugelschreiber ist nicht defekt. D | p,=0,05+0,95-0,08

E | p,=0,05-0,92

F | p,=1-0,05-0,08
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. und Forschung

Beim Buchen eines Fluges kann man zwischen der Economy Class (E) und der Business Class (B) wahlen. In jeder
der beiden Klassen muss man entweder einen Fensterplatz (F), einen Platz am Gang (G) oder einen Platz in der
Mitte (M) wahlen.

Erfahrungsgemafl wihlen 90 % der Fluggéste die Economy Class, die iibrigen 10 % wéahlen die Business Class.
Von den Fluggésten der Business Class winschen sich 80 % einen Fensterplatz und 10 % einen Platz in der Mitte.

Von den Fluggasten der Economy Class wiinschen sich 75 % einen Fensterplatz und 15 % einen Platz am Gang.

1) Vervollstéandigen Sie das nachstehende Baumdiagramm so, dass es den beschriebenen Sachverhalt wiedergibt.

2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein zufillig ausgewéhlter Fluggast einen Fensterplatz wiinscht.

= - inisterium
- 5 28 Bildung, Wissenschaft )
1 und Forschung

Martin und Sebastian werfen beim Basketball nacheinander je einmal in Richtung des Korbes. Martin trifft mit
der Wahrscheinlichkeit 0,7 in den Korb und Sebastian trifft mit der Wahrscheinlichkeit 0,8 (unabhéngig davon,
ob Martin getroffen hat) in den Korb.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dabei genau einer der beiden Spieler in den Korb trifft.

. J

- a = ‘dJ >,>
5.29 e

Fiir die 8 Karten eines Kartenspiels gilt:

¢ 3 Karten sind mit ,,1¢ beschriftet.
e 3 Karten sind mit ,,2“ beschriftet.
e 2 Karten sind mit ,,3“ beschriftet.

Diese 8 Karten werden gemischt. AnschlieSend werden 2 Karten aufgedeckt.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 1 der 2 aufgedeckten Karten mit einer ungeraden
Zahl beschriftet ist.
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5.1 a) 6,4% b)21,6% «c¢)60,56...% d)4,26..% e)12,8% f)12% g) n > 13,52..., also muss n mindestens 14 sein
5.2 a) 5,41...% b) 20,09...% «c) 62,06...% d) 4,33...% e) 13,00...% f) 9,75...%
5.3 a) 3,96...% b) 7,93..% ¢)47,61..% d) 35,71...%
5.4 a) 9,23..% b) 0,266...% «c) 15,98...%
5.5 Beide Abliufe haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, namlich: (%)8 =0,39...%
5.6 a) 9,16... % b) 25%
5.7 63,39...%
5.8 25%
5.9 a) 39,49...% b) 99,78... %
5.10 74,45...%
5.11 Die WS, dass es keine der 3 Freundinnen bestellt, ist 0,5 0,7 - 0,8 = 0,28 = 28 %.
Die WS, dass es mindestens eine der 3 Freundinnen bestellt, ist also 72 %.
5.12 a) 86,41...% b) ~ 1 zu 7940603
5.13 a) 50% b)) 50% c) 74,74... %
5.14 a) P(A) =72,2...%, P(B) =16,6...%, P(C) =11,1...% b) 81,25%

1 from random import randint

3 def wuerfelduell():
4 1 = randint(1,6)+2
m = randint(1,6)
while(l == m):
1 = randint(1,6)+2
m = randint(1,6)
if(l > m):
1 return(l1)
C) else:
return(0)

4 siege = @
for i in range(10**6):
17 if(wuerfelduell() == 1):

siege += 1

26 print(“Lukas hat", siege/10**4, "% der Wirfelduelle gewonnen.")
5.15 a) 0,0500...% =~ 1:2000 b) 0,0625...% =~ 1:1600

5.16 a) 16,66...% b) 11,57..% ¢) 8,03..% d) & =54,54...%

5.17 6,22... %
N
\
037_.- .
f” N .
P 018N P(,,Blutgruppe B Rhesus-negativ®) = 2,25 %
. N
s x
5.18 Blutgruppe ‘ Blutgruppe ‘ Blutgruppe Blutgruppe ‘
L A £ AR Es wird das Ereignis beschrieben, dass eine (zufillig ausgewéhlte)
N N SN \
085, \015 0.85 015 085 015 085 %015 Person Blutgruppe A oder AB hat und Rhesus-positiv ist.
/ \ \ / \

Y \ \ g y b
Rhesus- |  Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| | Rhesus-| Rhesus-| | Rhesus-
positiv. negativ positiv negativ positiv negativ positiv negativ
5.19 Es gibt 3 Moglichkeiten (Pfade), 1 weifie Kugel und 2 rote Kugeln zu ziehen. (Alle haben Wahrscheinlichkeit 22:2-40.)
Wahrscheinlichkeit 3 rote Kugeln ziehen: % . % . % =0,612...%

5.20 a) Es wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis berechnet, dass ein zufillig kontrollierter Rucksack Nahtfehler, aber keine der beiden
anderen Fehlerarten aufweist.
b) 5,89..%
5.21 1) 46,79...%  2) Ereignis E ,Sabine zieht mindestens 1 Zauber-Karte“

m Start

5.22 9 25% G 75% Pac-Man erreicht mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 % eine der Kraftpillen.

—
*°165% nSS% *145% nSS%

5.23 Die 1.Antwort ist richtig. Es wurden 74 Zimmer renoviert.

mit Wirkstoff ohne Wirkstoff
5.24 1) - 2) Ereignis A: Eine zufillig ausgewéhlte Person verspiirte eine Besserung.
65 % 35% 55 % 45 %
Besserung ‘ ‘ keine Besserung ‘ ‘ Besserung ‘ keine Besserung ‘
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aggressiv defensiv
5.25 1) 2) p = 0,52
‘ gewinnt ‘ [ gewinnt nicht l [ gewinnt l l gewinnt nicht ‘
5.26 Von oben nach unten: E, D, F', A
0,1
B
5.27 2) 75,5%

5.28 38%
5.29 89,28...%
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6. BAUMDIAGRAMME UND ZUFALLSVARIABLEN

=%
MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:
V' Arbeitsblatt — Baumdiagramme und Zufallsvariablen

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

.10 MmF

Bei einem Gliicksspiel im Casino dreht man zuerst am dargestellten Gliicksrad. \/
Danach wiirfelt man mit einem gewohnlichen Spielwiirfel.

Als Gewinn erhélt man das Produkt der beiden Ergebnisse. Zum Beispiel:

Glicksrad: 4 €, Wiirfelergebnis: 3 = Gewinn: 12 €

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass man 12 € gewinnt?
b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man mindestens 20 € gewinnt?

S . & MmF

Beim Spiel DKT wirft man jede Runde 2 faire Wiirfel mit Augenzahlen 1 bis 6.

Dann zieht man seine Spielfigur um so viele Felder weiter wie die Augensumme der beiden Wiirfel.

Bei einem Pasch (2 gleiche Augenzahlen) wiirfelt man nochmal und zieht wieder um die Augensumme weiter.
Wiirfelt man dabei wieder einen Pasch darf man noch ein drittes Mal beide Wiirfel werfen.

Wiirfelt man dabei wieder einen Pasch, muss die Spielfigur in das Gefingnis.

Die Zufallsvariable X gibt an, um wie viele Felder die Figur in einer Runde insgesamt weiterzieht.

Wenn die Spielfigur in das Gefingnis muss, gilt X = 0.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Spielfigur in einer Runde ins Gefdngnis muss.

b) Welches ist der kleinste positive Wert zpin, den X annehmen kann? Berechne P(X = ).

c) Welches ist der groBte Wert @p.x, den X annehmen kann? Berechne P(X = Zpay)-

d) Berechne P(X = 5) Hinweis: Zeichne ein Baumdiagramm, das nur jene Pfade enthalt, fir die X = 5 gilt.

~ 63 ° <z MmF

Ein Zufallsgenerator erzeugt 10 natiirliche Zahlen von 1 bis 50 nach dem Zufallsprinzip.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die grofite dieser 10 Zufallszahlen mindestens 42 ist.
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6.4 <z MmF

Beim Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45“ gibt es 45 Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 45 durchnummeriert sind. Mit
einem Lotto-Tipp entscheidet man sich fiir 6 der 45 Zahlen.

Bei der Lotto-Ziehung werden dann 6 der 45 Kugeln gezogen und aufsteigend sortiert.

Nach den 6 Kugeln wird noch eine 7.Kugel gezogen (,,Zusatzzahl®). In der Tabelle sind die 8 verschiedenen

Gewinnrénge und die zugehorigen Auszahlungen bei einer bestimmten Spielrunde dargestellt:

Gewinnrang Auszahlung Wahrscheinlichkeit Erwartete Auszahlung

Sechser 2256960 €
Finfer 4+ Zusatzzahl 41402 €
Fiinfer 1286 €
Vierer + Zusatzzahl 153 €
Vierer 45 €

Dreier + Zusatzzahl 15 €
Dreier 5 €
Zusatzzahl allein 1,20 €

1) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, ...

i) genau die 6 Zahlen »Sechser*
ii) 5 der 6 Zahlen, aber nicht die Zusatzzahl richtig zu tippen? HFunfer®
iii) 4 der 6 Zahlen, aber nicht die Zusatzzahl richtig zu tippen? »Vierer*
iv) 3 der 6 Zahlen, aber nicht die Zusatzzahl richtig zu tippen? »Dreier*

Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein. Berechne die erwartete Auszahlung fiir diesen Gewinnrang.

2) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, . ..

i) die Zusatzzahl und genau 5 weitere Zahlen richtig zu tippen? wFunfer + Zusatzzahl“
ii) die Zusatzzahl und genau 4 weitere Zahlen richtig zu tippen? wVierer + Zusatzzahl“
iii) die Zusatzzahl und genau 3 weitere Zahlen richtig zu tippen? »Dreier 4+ Zusatzzahl“
iv) die Zusatzzahl und keine weitere Zahl richtig zu tippen? ,Zusatzzahl allein®

Trage die Wahrscheinlichkeiten in die Tabelle ein. Berechne die erwartete Auszahlung fiir diesen Gewinnrang.

3) Du kaufst einen Lotto-Tipp fiir 1,20 €.

Berechne, wie viel Prozent davon erwartungsgeméfl wieder ausbezahlt wird.
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Zur schnelleren Auswertung von PCR-Tests kann ein sogenannter Pool-Test sinnvoll sein.

Dabei wird zum Testen von k Proben jeweils ein Teil der Fliissigkeit entnommen und zu einer Probe gemischt.

e Wenn alle k£ Proben negativ sind, dann liefert auch die Mischung ein negatives Ergebnis.

In diesem Fall sind also statt k Tests nur 1 Test notwendig, um alle Proben auszuwerten.

¢ Wenn mindestens eine der k£ Proben positiv ist, dann liefert auch die Mischung ein positives Ergebnis.
Dann werden die k£ Proben nochmal einzeln getestet, um alle positiven Proben herauszufinden.

In diesem Fall sind also statt k Tests insgesamt (k + 1) Tests notwendig, um alle Proben auszuwerten.
Angenommen jede Probe liefert unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit p ein positives Ergebnis.

a) Stelle mithilfe von p und k eine Formel fir die WS auf, dass die Mischung ein negatives Ergebnis liefert.

b) Stelle mithilfe von p und k eine Formel fiir die WS auf, dass die Mischung ein positives Ergebnis liefert.
Mit e, j, wird die erwartete Anzahl an notwendigen Tests bei einem solchen Pool-Test abgekiirzt.

c) Stelle mithilfe von p und k eine Formel fiir e, ;, auf.

d) Wie grof darf p sein, damit bei Poolgrofie & = 2 durchschnittlich weniger als 2 Tests zu erwarten sind?

Die optimale Pool-Grofle k hiangt von p ab. Wenn die Auswertung jeder Probe gleich lang (1 Zeiteinheit)

dauert, dann ist %Tk die erwartete Auswertungsdauer pro Probe bei Pool-Grofle k.

e) Q Ermittle jene Pool-GréBe, fiir die £ minimal ist, wenn p =10%, p=1% bzw. p=0,1%.

= = Bund ium
- 6 6 Bildung, Wissenschaft )
. und For:

Gummibérchen werden in unterschiedlichen Farben hergestellt.

a) In einer Packung mit insgesamt 132 Gummibérchen sind 27 orangefirbige Gummibérchen. Carina nimmt ohne
hinzusehen ein Gummibarchen aus der Packung. Ist dieses zufiillig ausgewdhlte Gummibérchen orangeférbig,
wird es sofort gegessen. Ein andersfarbiges Gummibérchen legt sie wieder in die Packung zuriick. Das macht

sie 2-mal hintereinander.

1) Veranschaulichen Sie die moglichen Ausgénge dieses Zufallsexperiments in einem mit den jeweiligen Wahr-

scheinlichkeiten beschrifteten Baumdiagramm.

2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Carina 2 orangeférbige Gummibérchen zieht.

b) Eine kleine Packung Gummibérchen enthélt 5 rote Gummibérchen und je 1 griines, 1 gelbes und 1 weifles
Gummibarchen. Es wird ein Gummibarchen nach dem anderen zuféllig aus der Packung genommen und nicht
wieder zuriickgelegt. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, bis ein rotes Gummibérchen gezogen wird. Die

Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der benétigten Ziige, bis ein rotes Gummibérchen gezogen wird.

1) Erstellen Sie eine Tabelle, der man die moglichen Werte dieser Zufallsvariablen X und die zugehoérigen

Wahrscheinlichkeiten entnehmen kann.

2) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

3) Interpretieren Sie die Bedeutung des Erwartungswertes im gegebenen Sachzusammenhang.
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6.7 s

Wiirfelspiele sind seit Jahrtausenden auf der ganzen Welt bekannt und beliebt. Die im Folgenden beschriebenen
Spiele werden mit herkbmmlichen fairen Spielwiirfeln gespielt, bei denen die Augenzahlen 1 bis 6 jeweils mit

gleicher Wahrscheinlichkeit als Wiirfelergebnis auftreten.

a) Eines der beliebtesten Gesellschaftsspiele ist Mensch drgere Dich nicht. Um eine Figur ins Spiel zu bringen,
muss ein Sechser gewiirfelt werden. In der 1. Runde darf jede Spielerin/jeder Spieler mit einem Wiirfel 3-mal

wiirfeln.
1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei 3-maligem Wiirfeln mindestens 1 Sechser auftritt.

b) Beim Spiel Siedler von Catan wird mit 2 Wiirfeln gespielt. Wird die Augensumme 7 gewiirfelt, tritt die Figur
des Réubers in Aktion.

1) Zeigen Sie, dass beim Werfen mit 2 Wiirfeln die Augensumme 7 hiufiger auftritt als jede andere Augen-

sumime.

-

= d ini: ium
6 8 Bildung, Wissenschaft )
Y und Forschung

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Motorradfahrer in einem bestimmten Streckenabschnitt zu schnell fahrt, betragt
erfahrungsgeméaf 2,6 %. Fiir eine statistische Auswertung wurde eine Zufallsstichprobe von 36 Geschwindigkeits-

messungen untersucht.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Zufallsstichprobe mindestens 1 Motorradfahrer zu schnell

unterwegs war.

2) Berechnen Sie, wie grofi der Umfang der Zufallsstichprobe sein miisste, sodass mit einer Wahrscheinlichkeit

von mindestens 95 % mindestens 1 Motorradfahrer zu schnell unterwegs war.

-

- foemi
6 9 Bildung, Wissenschaft )
. und Forschung

In einer Kiste sind genau 3 Bausteine: ein roter, ein blauer und ein griiner. Jemand nimmt ohne hinzusehen einen
Baustein nach dem anderen aus der Kiste. Es wird nun so lange ohne Zuriicklegen gezogen, bis man den blauen

Baustein gezogen hat.

1) Veranschaulichen Sie die moglichen Ausgénge dieses Zufallsexperiments in einem mit den jeweiligen Wahr-

scheinlichkeiten beschrifteten Baumdiagramm.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Ziige, die benotigt werden, bis der blaue Baustein gezogen worden

ist.

2) Vervollstidndigen Sie die nachstehende Tabelle.

Anzahl der Zlige Wahrscheinlichkeit

3) Berechnen Sie, mit wie vielen Ziigen man erwartungsgeméaf rechnen muss, bis der blaue Baustein gezogen

worden ist.
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.

und Forschung

Legosteine sind Bausteine aus Kunststoff, die von einem dénischen Unternehmen produziert werden.

Tobias spielt mit 5 Legosteinen: 2 Steine mit 3 Noppen in einer Reihe und
3 Steine mit 4 Noppen in einer Reihe (siehe nebenstehende Abbildung). Er zieht
zuféllig (also ohne die Anzahl der Noppen zu sehen oder zu ertasten) einen @
Legostein nach dem anderen und legt sie aneinander. Er zieht so lange, bis die @

entstehende Mauer mindestens 7 Noppen lang ist.

W

Das nachstehende Baumdiagramm zeigt seine moglichen Ziige und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten.

1) Beschreiben Sie, welches Ereignis E durch den fett gezeichneten Pfad beschrieben wird.
Die Zufallsvariable X beschreibt die gesamte Anzahl der Noppen in der Mauer.

2) Bestimmen Sie die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten mithilfe des Baumdiagramms und tragen Sie diese in der

nachstehenden Tabelle ein.

X il 8 10

!

PX=x)

Die Zufallsvariable Y beschreibt die Anzahl der Ziige, die Tobias bendtigt, um eine Mauer mit mindestens 7 Noppen

zu erhalten.

3) Berechnen Sie den Erwartungswert dieser Zufallsvariablen Y.

a

- d ium N
6.11 Bk, Wisersch

Forschung

In einer Schachtel befinden sich ein roter, ein blauer und ein gelber Wachs-

PX=0)>PX=1) | O
malstift. ( )> Pt )
Ein Stift wird zuféllig entnommen, dessen Farbe notiert und der Stift danach PX =2) = :3 O
zuriickgelegt. Dann wird das Experiment wiederholt. s

P(X <2)=2 O
Aufgabenstellung;: 9
Beobachtet wird, wie oft bei zweimaligem Ziehen ein gelber Stift entnom- P(X > 0) = g ]
men wurde. Die Werte der Zufallsvariablen X beschreiben die Anzahl der

P(X < 3) =1 O

gezogenen gelben Stifte. Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!
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‘ 6.12 ' nd Fetechung

Wirft man einen Kegel, kann dieser entweder auf der Mantelfliche oder auf der Grundfliche zu liegen kommen.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieser Kegel auf der Grundfliche zu liegen kommt, betrdgt bei jedem Wurf
unabhingig von den anderen Wiirfen 30 %.

Der Kegel wird im Zuge eines Zufallsexperiments dreimal geworfen. X | Wahrscheinlichkeit (gerundet)
Die Zufallsvariable X beschreibt, wie oft der Kegel dabei auf der o 0,343
Grundflache zu liegen kommt.

Die nebenstehende Tabelle soll die Wahrscheinlichkeitsverteilung der 1 0,441
Zufallsvariablen X angeben.

Aufgabenstellung: 2

Erginzen Sie die fehlenden Werte. 3

Teas T "
Ein italienischer SiiBwarenhersteller stellt Uberraschungseier her. Das Ei besteht aus Schokolade. Im Inneren des

Fies befindet sich in einer gelben Kapsel ein Spielzeug oder eine Sammelfigur. Der Hersteller wirbt fiir die Star-
Wars-Sammelfiguren mit dem Slogan ,,Wir sind jetzt mit dabei, in jedem 7. Eil“

Bildquelle: http://www.eierlei.de/images/news/main_news/strawars_0294968706.jpg [26.05.2015].

Aufgabenstellung:

Peter kauft in einem Geschéft zehn Uberraschungseier aus dieser Serie. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

Peter mindestens eine Star-Wars-Sammelfigur erhalt!
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6.1 a) 14,58...% b) 20,83...%
6.2 a) 0,462...% b) Tmin =3, P(X =3)=5,55...% ) Tmax = 35, P(X =35) =0,0042... % d) 11,26...%
6.3 86,25...%

Gewinnrang Auszahlung | Wahrscheinlichkeit | Erwartete Auszahlung
Sechser 2256960 € 1,2...-1077 0,277... €
Flinfer + Zusatzzahl 41402 € 7,3...-107" 0,030... €
Fiinfer 1286 € 2,7...-107° 0,035... €
6.4 | Vierer + Zusatzzahl 153 € 6,9...-107° 0,010... €
Vierer 45 € 0,12... % 0,058... €
Dreier + Zusatzzahl 15 € 0,172... % 0,025... €
Dreier 5 € 2,07... % 0,103... €
Zusatzzahl allein 1,20 € 6,16... % 0,073... €

Rund 51 % der 1,20 € werden ausbezahlt.

6.5 a)(1—-p)* b 1-10-p* )A-p"+1-00-p)"*-(k+1) d)0%<p<2928..%
e) p=10% = k = 4 mit erwarteter Auswertungsdauer 0,593... Zeiteinheiten pro Probe
p=1% = k = 11 mit erwarteter Auswertungsdauer 0,195... Zeiteinheiten pro Probe
p=0,1% = k = 32 mit erwarteter Auswertungsdauer 0,062... Zeiteinheiten pro Probe

6.6 a) P(,2 orangefirbige Gummibarchen®) = 0,04059... = 4,059...%.

105 27
132 132
X, 1 2 3 4

andersfarbig orange 5 3 5 15 3 2 5 5 32 1 5 9

PX=x) 8 8775 | 87675 |87 6558
105 27 105 2
132 132 131 131
andersférbig orange andersférbig orange

E(X) = 1,5.
D<(er ]?Erwartungswert gibt an, wie viele Ziige man im Mittel bendtigt, bis ein rotes Gummibéarchen gezogen wird.
6.7 a) 42,12..%
b) Fir die Augensumme 7 gibt es 6 gilinstige Ausgénge (1, 6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1). Fiir alle anderen Augensummen gibt es
weniger giinstige Ausgénge, z.B. fir 8 gibt es (2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2).
6.8 61,26...% n > 113,7... = Ab einem Stichprobenumfang von 114 befindet sich mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 %

mindestens ein zu schnell fahrender Motorradfahrer in dieser Stichprobe.

6.9
% B R ... der rote Baustein wird gezogen
R B ... der blaue Baustein wird gezogen
1 ; | ) Anzahl der Zlige Wahrscheinlichkeit
3 ; G —————8 G ... der grline Baustein wird gezogen 1
1 1 -
- T
2 BE B
1 1 1
3 > R g 11401
) 3 g™ 198
1 B
2
E(X)=2
6.10 FE ist das Ereignis, dass 2 Steine mit 4 Noppen gezogen werden.
X 7 8 10 v, 2 3
2. 3,8, 1_6 3.1_3 L2 A 1 -
PX=x)| 5 2% 2710 5 2710 57 '"10 el ©° | od

E(Y)=2-09+3-0,1=2,1.
6.11 Von oben nach unten: 2., 4. und 5. Antwort sind richtig.
6.12 P(X = 2) = 0,189 P(X =3) =0,027
6.13 78,59... %
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7. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN

it

MmF-Materialien ‘%_Mmr

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Bedingte Wahrscheinlichkeiten )

MmF

-

7.1

In Urne A sind 3 schwarze und 5 weile Kugeln. In Urne B sind 7 schwarze und 2 weifle Kugeln.

Fabian wirft einen fairen Spielwiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.

e Wenn das Wiirfelergebnis mindestens 5 ist, dann zieht er eine Kugel nach dem Zufallsprinzip aus Urne A.

o Ansonsten zieht er eine Kugel nach dem Zufallsprinzip aus Urne B.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Kugel schwarz (S) bzw. weifl (W) ist, hingt vom Wiirfelergebnis ab.

a) Ermittle die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Kanten in den beiden Baumdiagrammen als Briiche.

S w S w A B A B

b) Trage die richtigen Wahrscheinlichkeiten als Briiche in die Késtchen ein:

i) Wenn Fabian eine Kugel zieht, dann ist sie mit der Wahrscheinlichkeit aus Urne A.

ii) Wenn Fabian eine Kugel zieht, dann ist sie mit der Wahrscheinlichkeit weif3.

iv) Wenn Fabian eine weifle Kugel zieht, dann ist sie mit der Wahrscheinlichkeit aus Urne A.

MmF

a

7.2
In einer bestimmten Region leiden durchschnittlich 5 von 10000 Personen an einer bestimmten Krankheit.

Ein sehr zuverldssiger Test fiir diese Krankheit liefert bei 99 % der erkrankten Personen (richtig) ein positives
Testergebnis. Bei 97 % der gesunden Personen liefert der Test (richtig) ein negatives Testergebnis.
Bei einer Routineuntersuchung hat eine nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlte Person ein positives Testergebnis.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person tatséchlich an der Krankheit leidet? Schéitze zuerst.

Das iiberraschende Ergebnis stimmt, wenn die getestete Person unter allen Personen nach dem Zufallsprinzip ausgewéhlt wird.

Wenn nur unter Personen mit Symptomen dieser Krankheit ausgewéhlt wird, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit deutlich hoher.
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S - & MmF

Bei einer Schularbeit gibt es 2 Aufgaben zu bedingter Wahrscheinlichkeit.

o Die Wahrscheinlichkeit, dass ein*e Schiiler*in die 1. Aufgabe richtig 16st, betragt 78 %.
e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein*e Schiiler*in beide Aufgaben richtig 16st, betragt 63 %.

Ein*e Schiler*in 16st die 1.Aufgabe richtig.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass diese*r Schiiler*in auch die 2. Aufgabe richtig 16st.

AV MmF
Eine Firma hat 3 verschiedene Extruder, um gleichartige Kunststoffrohre herzustellen.

e Maschine 1 produziert 50 % der Rohre, Maschine 2 produziert 30 % und Maschine 3 die restlichen 20 % der
Gesamtproduktion.

o Erfahrungsgemaf erfiillen nicht alle extrudierten Rohre die Qualitdtsstandards: Maschine 1 produziert

7% Ausschuss, Maschine 2 produziert 4 % Ausschuss und Maschine 3 produziert 1 % Ausschussware.

Ein nach dem Zufallsprinzip ausgewéhltes Kunststoffrohr ist Ausschussware.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurde es von Maschine 1, Maschine 2 bzw. Maschine 3 extrudiert?

S 0 & MmPF

Vor dir stehen 3 Boxen, die jeweils 2 Miinzen enthalten.

Eine Box enthélt 2 Goldmiinzen. Eine Box enthéalt 2 Silbermiinzen. ’@ @ ‘ ’ @ @ ‘ ’ @ @‘

Eine Box enthélt jeweils eine Gold- und eine Silbermiinze.

Du greifst nach dem Zufallsprinzip in eine der 3 Boxen und ziehst eine Miinze heraus.
Die gezogene Miinze ist eine Goldmiinze.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die andere Miinze in dieser Box auch eine Goldmiinze ist?

Dieses Paradoxon stammt vom franzosischen Mathematiker Joseph Bertrand aus dem Jahr 1889.

AV re T MmF

In einem Beutel befinden sich 10 faire Spielwiirfel.
9 Wiirfel haben wie gewohnt die Augenzahlen von 1 bis 6. Ein Wiirfel hat auf jeder Seite die Augenzahl 6.

Du ziehst nach dem Zufallsprinzip einen Wiirfel aus dem Beutel.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass du mit diesem Wiirfel die Augenzahl 6 wiirfelst?
b) Du hast tatsichlich die Augenzahl 6 gewiirfelt.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass du mit dem gleichen Wiirfel nochmal die Augenzahl 6 wiirfelst?
c) ﬁ Du hast 5 Mal hintereinander mit diesem Wiirfel die Augenzahl 6 gewiirfelt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass du mit dem gleichen Wiirfel nochmal die Augenzahl 6 wiirfelst?

= = Bund ium
- 7 7 Bildung, Wissenschaft )
.

und Forschung

Laut Statistik liegt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mensch in Osterreich innerhalb eines Jahres tédlich vom Blitz
getroffen wird, bei 1 : 1000 000.
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine vom Blitz getroffene Person stirbt, betragt 25 %.

1) Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit p ein Mensch innerhalb eines Jahres vom Blitz getroffen wird.

Geben Sie die Wahrscheinlichkeit als ganzzahliges Verhéltnis an.
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y - -~ d P
Bildung, Wissenschaft )

7.8 und Forschung

Ein Hotel wird renoviert.
Ein Viertel aller Hotelzimmer wird als Raucherzimmer angeboten. Bei der Renovierung wurden zwei Drittel aller

Raucherzimmer und 40 % aller Nichtraucherzimmer erneuert.

1) Erstellen Sie ein Baumdiagramm mit allen gegebenen Daten.
2) Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zufillig ausgewéihltes Zimmer renoviert wurde.
3) Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zufillig ausgewéhltes renoviertes Zimmer ein Nichtraucher-

zimmer ist.

AWl MmF

Luis fordert dich zu einem Wiirfelduell heraus: Wer héher wiirfelt, gewinnt. Bei Gleichstand gewinnt niemand.

Du wiirfelst zuerst mit einem fairen Spielwiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.

a) Danach wiirfelt Luis auch mit einem fairen Spielwiirfel mit den Augenzahlen von 1 bis 6.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Luis das Wiirfelduell gewinnt.
b) Beim zweiten Wiirfelduell mochte Luis seine Gewinnchancen heimlich erhdhen.

Er hat auch einen gezinkten Wiirfel mit folgenden Wahrscheinlichkeiten im Armel:

Ergebnis -] N -] M -] H

Wahrscheinlichkeit 0% 0% 0% 0% 20% | 80%

e Wenn du die Augenzahl 1 oder 2 wirfelst, nimmt er seinen fairen Wiirfel.

e Wenn du mindestens die Augenzahl 3 wiirfelst, nimmt er heimlich seinen gezinkten Wiirfel.
1) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Luis das zweite Wiirfelduell gewinnt.
Luis hat das zweite Wiirfelduell gewonnen.

2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er dabei mit seinem gezinkten Wiirfel gewonnen hat.

. J

u
6

710~ S
An 80 von insgesamt 200 Schultagen hat Chiara Nachmittagsunterricht.
An Schultagen mit Nachmittagsunterricht trinkt sie mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % Kaffee, an Schultagen

ohne Nachmittagsunterricht betragt diese Wahrscheinlichkeit 20 %.

-

1) Erstellen Sie fiir diesen Sachverhalt ein mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten beschriftetes Baumdiagramm.
2) Beschreiben Sie ein mogliches Ereignis F im gegebenen Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit folgen-

dermaflen berechnet wird:
120
PE)= — - =04
(E) 200 0,8 =0,48

3) Heute ist ein Schultag. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Chiara heute Nachmittagsunterricht hat

unter der Voraussetzung, dass sie heute Kaffee getrunken hat.
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a Al B = Sideamiiterun

und Forschung

Als Spam werden unerwinscht zugestellte E-Mails bezeichnet.

Nach Expertenschitzungen sind 80 % aller E-Mails Spam.

In 8 % aller E-Mails kommt das Wort ,,Konto* vor. 7% aller E-Mails enthalten das Wort ,,Konto“ und sind Spam.
S bezeichnet das Ereignis, dass ein zufillig ausgewéhltes E-Mail Spam ist, S bezeichnet das Gegenereignis von S.
K bezeichnet das Ereignis, dass ein zufillig ausgewihltes E-Mail das Wort ,,Konto“ enthélt, K bezeichnet das

Gegenereignis von K.

1) Vervollstandigen Sie die nachstehende Vierfeldertafel so, dass sie den beschriebenen Sachverhalt wiedergibt.

S S Summe

K

K

Summe

2) Lesen Sie aus der Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit ab, dass ein zufillig ausgewihltes E-Mail kein Spam
ist und das Wort ,,Konto“ enthélt.

3) Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E wird in diesem Zusammenhang durch P(E) = 0’08 ermittelt.
)
Beschreiben Sie dieses Ereignis im gegebenen Sachzusammenhang.
1 2 139 hd
3 3 216 216
S
o 1 . 77 s\ 5 . 45
7.1 a) . e b) i) 5 i) 45 i) 3 iv) 22
139 139
S w A B
7.2 1,62...%
7.3 80,76...%
7.4 Maschine 1: 71,42... % Maschine 2: 24,48... % Maschine 3: 4,08... %
2
7.5 3
7.6 a)25% b)50% «c) 99,90...%
7.7 p=1:250000
1 3
4
7.8 1) Raucherzimmer Nichtraucherzimmer 2) 46,66... % 3) 64,28... %
2 1 2 3
3 3 5 5
renoviert nicht renoviert renoviert nicht renoviert
7.9 a)41,66...% b) 1) 71,66...% 2) 65,11...%
80 120
M
Nachmittagsunterricht kein Nachmittagsunterricht
7.10 1) 2) Chiara hat keinen Nachmittagsunterricht und trinkt keinen Kaffee. 3) 75%
90 % 10 % 20 % 80 %
Kaffee kein Kaffee Kaffee kein Kaffee
S s Summe
K 0,07 0,01 0,08
7.11 1) = 2)1%
K 0,73 0,19 0,92
Summe 0,80 0,20
3) E ist das Ereignis, dass ein zufillig ausgewiihltes E-Mail, das das Wort ,,Konto“ enthilt, ein Spam ist.
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8. BINOMIALVERTEILUNG

[=
MmF-Materialien ’?w F
A Mm
Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v’ Arbeitsblatt — Binomialverteilung

In der Aufgabensammlung Mathematik auf Augenhéhe — 11. Schulstufe sind weitere Aufgaben zu diesem Thema.

S . & MmF

Du wiirfelst 15 Mal mit einem fairen 6-seitigen Wiirfel.

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gewiirfelten Sechser unter diesen 15 Wiirfen an.

a) Berechne P(X =0), P(X =1) und P(X = 6) ohne Technologieeinsatz.
b) Berechne den Erwartungswert und die Standardabweichung von X ohne Technologieeinsatz.

c) Beschreibe ein Ereignis F, dessen WS in diesem Sachzusammenhang folgendermafien berechnet wird:

() - 15 1 5 5 10+ 15 1 6 5 9+ 15 1 7 5 8
~\5 6 6 6 6 6 7 6 6
d) Beschreibe ein Ereignis F', dessen Wahrscheinlichkeit in diesem Sachzusammenhang folgendermaflen berechnet

wird:

P(F) = é Cj) . (é)k (2)1“

e) Beschreibe ein Ereignis G, dessen Wahrscheinlichkeit in diesem Sachzusammenhang folgendermafien berechnet

wird:

o= £ () ()

f) Berechne P(FE), P(F) und P(G) mit Technologieeinsatz.

\ J

- MmF

8.2
Das dargestellte faire Gliicksrad ist in 28 gleich grofie Felder (Kreissektoren) geteilt.

Bei 5 der 28 Felder gewinnt man 10 €. Bei den anderen Feldern gewinnt man nichts.
Ermittle die Wahrscheinlichkeit bei 50 Drehungen .. .

a) ...mindestens 70 € zu gewinnen.
b) ...mehr als 90 € zu gewinnen.
c) ...genau 100 € zu gewinnen.

d) ...hochstens 87 € zu gewinnen.
e) ...weniger als 60 € zu gewinnen.

f) ...mindestens 40 €, aber nicht mehr als 70 € zu gewinnen.
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~wREr MmPF

a) In Box A befinden sich 1 weile Kugel und 4 schwarze Kugeln.
In Box B befinden sich 2 weifle Kugeln und 8 schwarze Kugeln.
Du darfst eine Box wéhlen und daraus eine Kugel nach dem Zufallsprinzip ziehen.

Bei welcher Box ist es wahrscheinlicher eine weifle Kugel zu ziehen?

b) Bei Spiel A wirfst du 3 Mal eine faire Miinze. Du gewinnst, wenn davon genau 2 Mal Kopf kommt.
Bei Spiel B wirfst du 30 Mal eine faire Miinze. Du gewinnst, wenn davon genau 20 Mal Kopf kommt.

Bei welchem Spiel hast du eine hohere Wahrscheinlichkeit zu gewinnen?

\ J

S Y MmF

Um die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Seiten einer gezinkten Miinze zu schétzen, wirfst du sie 1000 Mal.
Dabei beobachtest du insgesamt 742 Mal das Ergebnis ,, Kopf“ und 258 Mal das Ergebnis ,,Zahl®
a) Berechne die relativen Haufigkeiten der beiden Ergebnisse als Schatzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten.

b) Berechne mit den Schitzwerten die Wahrscheinlichkeit, dass du bei den néchsten 100 Wiirfen . ..

i) ...ofter als 70 Mal das Ergebnis , Kopf“ beobachten wirst.
ii) ...hochstens 24 Mal das Ergebnis ,,Zahl* beobachten wirst.
iii) ...das Ergebnis ,Kopf“ mindestens doppelt so oft wie das Ergebnis ,,Zahl“ beobachten wirst.

~VssT MmF

Jedes Wochenende spielst du mit Florian ein Brettspiel, bei dem auch gewitirfelt wird.
An einem Wochenende wiirfelt Florian bei seinen 10 Wiirfen insgesamt 5 Mal einen Sechser.

Solltest du deshalb vermuten, dass Florian seinen Spielwiirfel gezinkt hat?
a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Florian mit einem fairen Spielwiirfel bei 10 Wiirfen mindestens 5 Sechser
wiirfelt.

b) An 52 Wochenenden wiirfelt Florian jeweils 10 Mal mit einem fairen Spielwiirfel. Berechne die Wahrscheinlich-

keit, dass Florian an mindestens einem Wochenende mindestens 5 Sechser wiirfelt.

~WRer MmPF

Bei dem rechts dargestellten Galton-Brett f&llt eine oben

eingeworfene Kugel nach dem Zufallsprinzip nach unten.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass eine oben eingeworfene Kugel
den dargestellten OFF-Schalter aktiviert.

Es fallen nacheinander n Kugeln nach dem Zufallsprinzip nach unten.

b) Stelle mithilfe von n eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit auf,

dass mindestens eine der n Kugeln den OFF-Schalter aktiviert. MY NEW VACATION SPOT HAS VERY FAST INTERNET
c) Wie viele Kugeln miissen nach dem Zufallsprinzip nach unten fallen, }Tg— QRY”OZOFC{NR?E”&" %gpﬂg%UN&wBQNngsﬂé
damit die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Kugel SOMEVHERE. LITHOUT A RELIABLE. CONNECTION.
den OFF-Schalter aktiviert, mindestens 99 % betragt? Quelle: https://xked.com/2659
~ J
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~wRr MmF

Bei einem Random Walk bewegt man sich ausgehend vom Punkt (0 | 0).
Dann wird immer wieder eine faire Miinze geworfen.

Nach jedem Miinzwurf bewegt man sich weiter:

i) Beim Ergebnis , Kopf“ bewegt man sich 2
entlang des Vektors (1) weiter. ! /\/\/\ "
ii) Beim Ergebnis ,Zahl“ bewegt man sich :J VAN 2 AN
entlang des Vektors ( ;) weiter.

-3

Der rechts dargestellte Random Walk verlauft
durch die Punkte (6 | 2) und (12 | 0).

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk durch den Punkt (6 | 2) verlauft.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk durch den Punkt (12 | 0) verlauft.

¢) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Random Walk durch den Punkt (12 | 0) verlauft,
wenn du schon weifit, dass dieser Random Walk durch den Punkt (6 | 2) verlauft.

d) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p,,, dass ein Random Walk durch den Punkt (2-n | 0) verlduft?

Stelle mithilfe von n € N eine Formel fiir p,, auf.

-4

e) Aus der Stirling-Formel folgt, dass fiir grofies n gilt: p, ~ ﬁ

Berechne den relativen Fehler, wenn man die Stirling-Formel als Ndherungswert fiir pg verwendet.

a MmPF

8.8

Bei einem Gliicksspiel wirft man eine Kugel oben in das dargestellte Galton-Brett ein.

Jedes Mal, wenn die Kugel auf einen Nagel (o) trifft, fallt sie mit gleicher
Wahrscheinlichkeit entweder nach links oder nach rechts.

Die Zufallsvariable F' gibt das Fach an, in dem die Kugel landet.

a) Warum ist F' binomialverteilt?

Trage die Wahrscheinlichkeiten unten in der Tabelle ein.

Abhéngig von dem Fach, in dem die Kugel landet, gewinnt man den rechts
dargestellten Betrag. Die Zufallsvariable G' gibt den Gewinn an.

Wie viel Geld warst du intuitiv bereit zu zahlen?

b) Berechne den Erwartungswert von G.

c) Berechne die Standardabweichung von G.

Fach f; 0 1 2 3 4 5

P(F = fi)

Gewinn G
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~WRsr MmF

Ein amerikanischer Gastwirt niitzt die Spielfreudigkeit seiner Gaste fiir einen karitativen Zweck. Beim Gliicksspiel
,Chuck a Luck® ist ein Brett in sechs Felder aufgeteilt, nummeriert von 1 bis 6. Der Spieler / die Spielerin setzt
10$ auf ein Feld und wirft drei Wiirfel. Erscheint die gesetzte Zahl einmal bzw. zweimal bzw. dreimal, so wird der
Einsatz retourniert und zusatzlich werden 10$ bzw. 20$ bzw. 30 $ ausbezahlt; sonst verfallt der Einsatz.

Das Spiel ist unfair gegeniiber den Spieler/innen, aber der Zweck heiligt hier die Mittel.

— Nach jeweils 1000 Spielen iiberweist der Gastwirt den Gewinn an ein Kinderspital. Schitze diesen Geldbetrag.

. J

MmF

-

8.10

Rechts sind alle Sdulen des Sdulendiagramms einer Binomialverteilung zu sehen.

a) Ermittle die Parameter n und p.

b) Untersuche, ob das erste Rechteck genau dreimal so hoch ist wie das fiinfte Rechteck. T

.

\ J

- - = Bund ium
8 11 Bildung, Wissenschaft )
. und

Forschung

Milchverpackungen werden maschinell ausgestanzt. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Maschine eine
Milchverpackung korrekt ausstanzt, betragt laut Hersteller 96 %. Bei einer Qualitatsprifung der Produktion wer-

den 4 zufallig ausgewahlte Milchverpackungen kontrolliert.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter den kontrollierten Milchverpackungen mindestens 1 Milch-

verpackung fehlerhaft ist.

\ J

- = Bund ium
- 8 12 Bildung, Wissenschaft )
. und

Forschung

Jedes Jahr im Frithjahr findet die CeBIT, die Messe fiir Informationstechnik, in Hannover statt.

Fir den Besuch der CeBIT soll ein Flug nach Hannover gebucht werden. Erfahrungsgeméafl werden 6 % der Bu-
chungen storniert. Aus diesem Grund wurden 160 voneinander unabhéngige Buchungen fiir eine Maschine mit
156 Sitzplatzen durchgefiihrt.

1) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass am Flugtag niemand aus Platzgriinden auf eine andere Maschine

umgebucht werden muss.

- - d ium
- 8 13 Bildung, Wissenschaft )
. und

Forschung

Karl Landsteiner entwickelte das ABO-Blutgruppensystem. Er entdeckte auch die beiden Rhesusfaktoren Rh+ und
Rh—. 37% der osterreichischen Bevolkerung haben die Blutgruppe A, Rh+.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter 60 zufillig ausgewdhlten Personen der Gsterreichischen Be-

volkerung hochstens 15 Personen die Blutgruppe A, Rh+ haben.

2) Ermitteln Sie, wie viele zuféllig ausgewéhlte Personen mindestens Blut spenden miissen, damit mit einer

Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % mindestens eine Person mit der Blutgruppe A, Rh+ darunter ist.

3) Interpretieren Sie, die Bedeutung des Ausdrucks

6
60
> <k> -0,37% . 0,6300-F

k=2

im gegebenen Sachzusammenhang.
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.

8.14
Stefan nimmt ohne hinzusehen ein Gummibédrchen aus einer Packung, die verschiedenfarbige Gummibédrchen
enthélt. Ist dieses zuféllig ausgewéhlte Gummibédrchen weif}, legt er es zuriick, ist es ein andersfarbiges, wird es
sofort gegessen. Das macht er 10-mal hintereinander.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der dabei gezogenen weiflen Gummibérchen.

1) Erkldren Sie, warum dieses Zufallsexperiment nicht durch eine Binomialverteilung beschrieben werden kann.

S

a decmini
Bild Wissenschaft
8.15 Bikdng, Wiserscs

d Forschung

Die Mathematiker Blaise Pascal und Pierre de Fermat beschéftigten sich in einem Briefwechsel mit der folgenden
Frage: ,,Was ist wahrscheinlicher: Bei 4 Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens einen Sechser zu werfen oder bei
24 Wiirfen mit 2 Wiirfeln mindestens einen Doppelsechser?“ Dabei wird mit einem herkémmlichen Spielwiirfel

gewilrfelt, wobei die Augenzahlen 1 bis 6 jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

1) Uberpriifen Sie die Fragestellung durch Berechnung der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten.

a

a . )
8.16 Bidun, Wissenschot

d Forschung

Ein Zimmereibetrieb {iberpriift eine Lieferung von Konstruktionsholz aus Fichte.
Erfahrungsgeméfl ist ein bestimmter Prozentsatz der Fichtenstdmme von minderer Qualitdt und daher nicht

verwendbar. X ist die Anzahl der Fichten von minderer Qualitit in einer Lieferung.

1) Erkléren Sie, welche Wahrscheinlichkeit mit dem Ausdruck 1 — P(X < 2) beschrieben wird.

a

\

A d ium
Bild , Wi ch
8.17 Bidung, Wissens

Forschung

Das chinesische Spiel Pat Cha (,,Griff nach acht*) wird mit 8 Wiirfeln gespielt. Jede Spielerin / jeder Spieler setzt
auf eine der 6 Augenzahlen. Eine Spielerin / ein Spieler gewinnt, wenn mindestens 3 der 8 Wiirfel die gesetzte
Zahl zeigen.

Martin setzt auf die Augenzahl 6.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Martin gewinnt.

aft)

a

A d ium
Bildung, Wissenschaf
8.18 Bidung, Wissen

Forschung

Wenn Teilchen im Teilchenbeschleuniger kollidieren, kdnnen neue Teilchen entstehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
bei einer Kollision ein Teilchen eines bestimmten Typs entsteht, betragt 3,4 %.
Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis E wird mit P(E) = ( (2)0) -0,0342 - (1 — 0,034)% berechnet.

1) Beschreiben Sie im gegebenen Sachzusammenhang ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit so berechnet wird.

2) Berechnen Sie, wie viele dieser Teilchen im Mittel entstehen, wenn 1000 Kollisionen stattfinden.

-

8.19
Ein Schmerzmittel wirkt erfahrungsgeméifl in 60 % aller Fille positiv.
In den anderen Fallen zeigt es keine positive Wirkung. n Personen nehmen das Medikament ein.
1) Interpretieren Sie, was durch den Term 0,4" in diesem Sachzusammenhang berechnet wird.

2) Interpretieren Sie, was durch den Term (1 — 0,4") in diesem Sachzusammenhang berechnet wird.
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~ 820 ° T

Erfahrungsgeméf enthalten 4 % aller Joghurtbecher eine Woche nach dem Ablaufdatum bereits verdorbene Ware.
Im Lager einer Lebensmittelkette befinden sich noch 200 solcher Becher.

a) 1) Berechnen Sie den Erwartungswert der Anzahl der Becher mit verdorbenem Joghurt.

b) 1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in héchstens 5 der 200 Joghurtbecher verdorbene Ware enthalten

ist.

- - =

schung
Ein Hotel wird renoviert.

Waiéhrend der Renovierungsarbeiten mochte der Hotelbesitzer eine Reisegruppe einquartieren. Leider stehen dafiir
2 Zimmer zu wenig zur Verfiigung. Aus Erfahrung weil man, dass im Schnitt 12 % aller Buchungen wieder kurz-
fristig storniert werden. Das Hotel nimmt daher die Buchung der Reisegruppe an. Dabei wird angenommen, dass

Einzelstornierungen voneinander unabhangig sind.

1) Kreuzen Sie denjenigen Ausdruck an, mit der die Wahrscheinlichkeit berechnet wird, dass bei der Annahme

von 50 Buchungen mindestens 2 storniert werden.

50 50
1—< ) 0,12 -0,8849—<2> -0,122-0,88% O]

50 50

1) 0,88"-0,12%

<5g)> 0,12°-0,88% + (5_10) -0,12'-0,88% L]
<5§> 0,120 0,88% - <510>~O,12‘-O,88“9 ]
<510> 0,88"-0,12% + (520) 0,882+ 0,124 ]
-(3) ) =

0,88°-0,12% + (

d ium
Bild , Wis: chaf
8.21 u\r\danogr senscha

-~ - =

Forschung

Ein Hotel kann 93 Zimmer vermieten.

a) Anlésslich einer Sportveranstaltung besteht eine groe Buchungsnachfrage. Aus Erfahrung weifl man, dass im
Schnitt p % aller Buchungen wieder kurzfristig storniert werden. Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der

vorgenommenen Stornierungen an.

1) Erkldren Sie, unter welchen Bedingungen diese Zufallsvariable im gegebenen Sachzusammenhang binomi-

alverteilt ist.
b) Erfahrungsgeméif nehmen 55 % der voneinander unabhéngig buchenden Géste Vollpension in Anspruch.

1) Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit bei 40 zufillig ausgewéhlten Géasten mehr als 20 und weniger

als 25 Personen Vollpension buchen.

8.22 Bidora. Wissenschat

o~ a =

Bei einem bestimmten Zufallsversuch tritt entweder ,Erfolg“ oder ,Misserfolg® ein. Dieser Zufallsversuch wird
30-mal durchgefiihrt. Die binomialverteilte Zufallsvariable X gibt an, wie oft dabei ,Erfolg®* eintritt. Fir den
Erwartungswert gilt: E(X) = 12.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(18 < X < 20).

di ium
Bildung, Wissenschaf
8.23 uné For.
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~ 824 ° = Sumdermmseron

und Forschung

Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit n = 8 und p = 0,25.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

P(X) | 0,1001 | 0,2670 | 0,3115 | 0,2076 | 0,0865 | 0,0231 | 0,0038 | 0,0004 | 0,00002

w1 ist der Erwartungswert, o die Standardabweichung der Verteilung.
Aufgabenstellung:
Berechnen Sie die folgende Wahrscheinlichkeit!

Ppu—o<X<p+o)=

~ 825 ° = Sideamisterun

und Forschung

Ein Spieler wirft 5-mal hintereinander auf eine Dartscheibe. Die Wahrscheinlichkeit, das sogenannte Bull’s Eye in
der Mitte der Dartscheibe zu treffen, betriagt bei jedem Wurf p.

1) Ordnen Sie den beiden Satzanfingen jeweils eine Fortsetzung aus A bis D zu, sodass zutreffende Aussagen

entstehen.
Mit dem Ausdruck ... héchstens 3-mal
5) . pe 5 A | das Bulls Eye triff
4.p.(1_p)+p as Bull's Eye trifft.
wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, g | Mindestens 3-mal
dass der Spieler bei 5 Wirfen ... das Bull’s Eye trifft.
Mit dem Ausdruck . ... hdchstens 4-mal
1= () ot (1-p)-p2 das Bull's Eye trift.
wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, D ... mindestens 4.—ma|
dass der Spieler bei 5 Wrfen ... das Bull’s Eye trifft.
- 8.26 - = B\\d:ng‘ Wissenschaf)

und Forschung

20 % der erkéalteten Personen haben wihrend der Erkdltung auch Fieber.

1) Ordnen Sie den beiden Ereignissen jeweils die zutreffende Wahrscheinlichkeit aus A bis D zu.

In einer Zufallsstichprobe von A 0,2-0,8°

10 erkélteten Personen hat min-

destens 1 Person auch Fieber. B 10-0,2-0,8°
In einer Zufallsstichprobe von C 1-0,2"°

10 erkélteten Personen hat genau

1 Person auch Fieber. D 1-0,8"°

In einer bestimmten Stadt sind 700 Personen erkaltet.

2) Berechnen Sie den Erwartungswert fiir die Anzahl derjenigen Personen, die wahrend der Erkaltung auch Fieber
haben.
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\

Der relative Anteil der osterreichischen Bevolkerung mit der Blutgruppe ,,AB Rhesusfaktor negativ® (AB-) ist

bekannt und wird mit p bezeichnet. In einer Zufallsstichprobe von 100 Personen soll ermittelt werden, wie viele

8.27

dieser zufillig ausgewéahlten Personen die genannte Blutgruppe haben.

Aufgabenstellung: Ordnen Sie den vier angefiihrten Ereignissen jeweils denjenigen Term (aus A bis F) zu, der

die diesem Ereignis entsprechende Wahrscheinlichkeit angibt!

Genau eine Person hat die A 1 —p'®
Blutgruppe AB-.
Mindestens eine Person hat B p-(1-p)*
die Blutgruppe AB-. C 1 -(1-p)
Hochstens eine Person hat
die Blutgruppe AB-. D |(-p®
Keine Person hat die E p-(1-p)%-100
Blutgruppe AB-.
Fo(=py®+p-(1-p*- 100

d Forschung

J

S

Bei einem Wiirfelspiel werden verschiedene Wiirfel mit jeweils 6 Seitenflichen verwendet. Bei allen verwendeten
Wiirfeln tritt bei jedem Wurf jede Seitenfliche mit der gleichen Wahrscheinlichkeit wie jede der anderen Seiten-
flichen auf. Die Ergebnisse verschiedener Wiirfe sind voneinander unabhéngig. Es werden die 3 Wiirfeltypen A,

B und C verwendet. In der nachstehenden Abbildung sind deren Seitenflichen dargestellt.

a) Ein Spieler wiirfelt 1-mal gleichzeitig mit einem Wiirfel vom Typ B und einem Wiirfel vom Typ C.

b)

8.28

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der gewtiirfelten Augenzahlen 8 betragt.

Die Zufallsvariable X 4 bzw. Xp bzw. X¢ gibt die Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels vom Typ A bzw. B

bzw. C' an. Eine dieser drei Zufallsvariablen hat einen ganzzahligen Erwartungswert.

1) Geben Sie diesen ganzzahligen Erwartungswert an.

Seitenflachen von Typ A D D E B G B
Seitenflachen von Typ B B B B B B B
Seitenflachen von Typ C B B

Aufgabenstellung;:

Die beiden anderen Zufallsvariablen haben die gleiche Standardabweichung.

2) Berechnen Sie diese Standardabweichung.

Mit einem Wiirfel vom Typ C wird n-mal gewiirfelt. Die Zufallsvariable Y,, gibt an, bei wie vielen von die-

sen n Wirfen mit einem Wiirfel vom Typ C eine ungerade Augenzahl auftritt (n € N). Mit u,, wird der

Erwartungswert und mit o, die Standardabweichung von Y,, bezeichnet.

1) Geben Sie u, und o, in Abhingigkeit von n an.

di ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung
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8.1

8.2
8.3

8.4

8.5
8.6
8.7

8.8

8.9
8.10

8.11
8.12
8.13

8.14

8.15

8.16
8.17
8.18

8.19

8.20
8.21
8.22

8.23
8.24
8.25
8.26
8.27
8.28

a) P(X=0)=6,49...% P(X=1)=1947...% P(X =6)=2,07...%

b) E(X) = 2,5 Sechser o(X) = 1,443... Sechser

c) E: ,von den 15 Wiirfen sind insgesamt 5, 6 oder 7 Sechser*

d) F': ,von den 15 Wiirfen sind mindestens 3 und héchtens 9 Sechser®

e) G: ,von den 15 Wiirfen sind mindestens 5 Sechser®

f) P(E)=8,85...%, P(F)=46,77...%, P(G) = 8,97...%

a) 81,31...% b) 40,17...% «¢) 12,95..% d) 45,28..% e) 9,70..% f) 29,5%
a) Bei beiden Boxen ist die Wahrscheinlichkeit gleich grof§, ndmlich %

b) Bei Spiel A ist die Wahrscheinlichkeit mit 37,5 % groBer als bei Spiel B mit 2,79 %.
a) P(,Kopf*) =74,2% P(,Zahl*) = 258%

b) i) 80,26...% ii) 38,97...% iii) 95,79... %

a) 1,54...% b) 55,52...%

a) 8,05...% b) 1—-0,9194.." c¢) 55 Kugeln

a) 23,43...% b) 22,55...% c) 23,43..% d) p, = (2'") . (%)” . (%)” = (24) . (%)2'” e) 2,059... %

n n
Fach f; 0 1 2 3 4 5
a)| P(F=f;) | 3,125% | 15,625% | 31,25% | 31,25% | 15,625% | 3,125% b) 8,75€ «¢) 17,70... €
Gewinn G | 75€ 11 € 1€ 1€ 11 € 75 €

Der Erwartungswert fiir den Geldbetrag betragt 787,03... $.

a) n=5p=3

b) Nein, es ist 3,2-mal so hoch: P(X =0) = g—g und P(X =4) = ;—g
15,06...%

98,80...%

1) 3,39..%

2) mindestens 7 Personen

3) Es wird die WS berechnet, dass unter 60 zufillig ausgewéhlten Personen der sterreichischen Bevélkerung mindestens 2 und hochstens
6 Personen die Blutgruppe A, Rh+ haben.

Die Verwendung der Binomialverteilung setzt voraus, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Versuchsausgangs jeweils
konstant bleibt. Bei jedem Zug, bei dem kein weifles Gummibéarchen gezogen wird, dndert sich die Gesamtzahl in der Packung und damit
die Wahrscheinlichkeit des Versuchsausgangs.

Die Wahrscheinlichkeit fiir mind. ein Sechser bei 4 Wiirfen ist 51,77...%.
Die Wahrscheinlichkeit fiir mind. ein Doppelsechser bei 24 Wiirfen ist kleiner, ndamlich 49,14...%.

Der Ausdruck steht fiir die Wahrscheinlichkeit, dass in der Lieferung mehr als 2 Fichten von minderer Qualitit sind.
13,48...%

E ist das Ereignis, dass bei 500 Kollisionen genau 2 Teilchen dieses Typs entstehen.
Bei 1000 Kollisionen entstehen im Mittel 34 Teilchen dieses Typs.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei allen n Personen das Schmerzmittel keine positive Wirkung zeigt, ist 0,4™.
Die WS, dass bei mindestens einer der n Personen das Schmerzmittel eine positive Wirkung zeigt, ist 1 — 0,4™.
a) 8 b) 18,56...%

Antwort 3 ist richtig.

a) Die Binomialverteilung kann verwendet werden, wenn die Stornierung von Zimmern als Zufallsexperiment mit 2 méglichen Ausgéngen
(Stornierung, keine Stornierung) aufgefasst werden kann. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Stornierung ist unabhéngig von eventuell
bereits vorausgegangenen Stornierungen. Die Wahrscheinlichkeit p fiir eine Stornierung muss bei jeder Buchung konstant sein.

b) 47,02...%

2,03...%

Plpu—o< X <pu+o)=17861%

oben D, unten A

1) oben D, unten B 2) 140 Personen

Von oben nach unten: E, C, F, D

a) 27,77...% b) BE(X¢) =5 o(Xa)=0(Xp)=1,067... ¢)pn=n-3 opn=+/n-" %
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9. NORMALVERTEILUNG

MmF-Materialien “

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Normalverteilung

S . & MmF

@ ist die Dichtefunktion der standardnormalverteilten Zufallsvariable Z.
f ist die Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable X.

Die Graphen der beiden Dichtefunktionen sind in der folgenden Abbildung dargstellt:

Y

a) Berechne P(—2 < Z < 1) und veranschauliche das Ergebnis in der Abbildung als Flicheninhalt.
Der Hochpunkt H und ein Wendepunkt W; von f sind in der Abbildung eingezeichnet.

b) Lies den Erwartungswert und die Standardabweichung von X ab.

c) Zeichne den zweiten Wendepunkt Wy von f ein.
b
d) Gib zwei Zahlen a und b so an, dass / f(z)de = P(—2< Z <1) gilt. Gibt es nur eine Mdglichkeit fiir @ und b?

Veranschauliche das Ergebnis in der Abbildung oben.

a0 B MmF

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Standardabweichung o = 4,2. Es gilt: P(X > 23) = 6,87 %.

a) Berechne den Erwartungswert von X.

S . & MmF

Eine Abfiillanlage fiir Reispackungen mit (aufgedruckter) Fiillmenge 200 g soll neu eingestellt werden, damit sie
die Qualitatspriifung besteht. Bei der Abfiillanlage kann eine Abfiillmenge p eingestellt werden.
Erfahrungsgeméf ist die Abfiillmenge bei dieser Anlage normalverteilt mit dem Erwartungswert p und der Stan-

dardabweichung o = 3 g.

a) Berechne den Einstellwert p so, dass erwartungsgeméifl weniger als 2% der Reispackungen die angegebene

Fillmenge von 200 g unterschreiten.
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a MmF

9.4

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert g und Standardabweichung o.
Tatséchlich hangt die Wahrscheinlichkeit
Plu—k-oc<X<u+k-o)

nicht von u oder o ab, sondern nur von k.

a) Trage die Wahrscheinlichkeiten (in %) in die Késtchen ein.

Runde auf eine Nachkommastelle.

i) P(u—l-aSXSM—Fl-o)%;

iil) Pp—2-0<X<p+2-0) %

i) P(u—3-0<X<p+3-0)~

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit g = 170cm und ¢ = 10 cm.

Beantworte ohne Technologieeinsatz:

b) In welchem um p symmetrischen Intervall liegen rund 95 % der Werte?

¢) Ungefahr wieviel % der Werte sind grofler als 160 cm?

-

MmF

9.5
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Person die Blutgruppe AB hat, betragt 7 %.

a) Es werden 20 Personen zufillig ausgewéhlt.
1) Beschreibe ein Ereignis A im Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit mit
P(A) =0,93%

berechnet werden kann. Berechne P(A).
2) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der Personen die Blutgruppe AB hat.
3) Beschreibe ein Ereignis B im Sachzusammenhang, dessen Wahrscheinlichkeit mit
20
P(B) = (5> -0,07° - 0,93%
berechnet werden kann. Berechne P(B).

4) Berechne (mit Technologieeinsatz) die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 5 der 20 Personen die Blutgruppe
AB haben.

b) Es werden 100000 Personen zuféllig ausgewéhlt.
Die Zufallsvariable X gibt an, wie viele der 100000 Personen die Blutgruppe AB hat.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 6850 dieser Personen die Blutgruppe AB hat.
GeoGebra stiirzt bei einer Binomialverteilung in dieser Groflenordnung ab.
1) Berechne den Erwartungswert p, die Varianz o und die Standardabweichung o von X.

2) Verwende die Normalverteilung mit Erwartungswert p und Standardabweichung o als Approximation an

die Binomialverteilung, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit ndherungsweise zu berechnen.
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~wser MmF

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert px = 42 und Standardabweichung ox = 2.

a) Berechne P(39 < X < 45).
Die Zufallsvariable Z ist standardnormalverteilt.
b) Berechne jene Zahl z mit
P(-2<Z <z)=P(39 < X <45).
Die Zufallsvariable Y ist normalverteilt mit Erwartungswert py = 42 und
P(36 <Y <48) = P(—1,5< Z < 1,5).

¢) Berechne die Standardabweichung oy von Y.

-

9.7 ° MmF

Die Masse der Hiihnereier einer Gefliigelfarm ist normalverteilt mit dem Erwartungswert p = 60 g und der Stan-
dardabweichung o = 15g. Eier, die weniger als 45 g wiegen, werden als ,klein“ bezeichnet; die {ibrigen sollen im
Verhéltnis 2 : 1 auf ,normal“ und ,,grof}“ aufgeteilt werden.

Ab welcher Masse wird mit dieser Methode ein Ei als ,,grof8“ eingestuft?

~WeEr MmF

Erfahrungsgeméf ist die Abfiillmenge X bei einer Abfiillanlage fiir Reispackungen normalverteilt.
In der Vergangenheit wurden 3% der Packungen aussortiert, weil ihre Abfiillmenge kleiner als 198 g war.

Umgekehrt wurden 2 % der Packungen aussortiert, weil ihre Abfiillmenge grofler als 215 g war.

a) Berechne den Erwartungswert p und die Standardabweichung o von X.

Voo T MmF

Die folgende Grafik illustriert anhand des vollstdndigen Sédulendiagramms einer Binomialverteilung die

Naherungsformel von Moivre-Laplace, die der Normalapproximation der Binomialverteilung zugrunde liegt:

n k n—k 1 _ 1. k—u)z
. (1 — ~ — " .¢ 2 o
(k) P P) oc-V2-m

0.25

Der Erwartungswert der binomialverteilten Zufallsvariable X ist u = 6,4.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(X ) mithilfe der Formel zur Binomialverteilung.

=6
b) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(X = 6) mithilfe der Naherungsformel von Moivre-Laplace.
=6

c) Berechne die Wahrscheinlichkeit P(X ) mithilfe der Normalverteilung. Verwende die Stetigkeitskorrektur.

J
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~ 910 <z MmF

Der Graph der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable X W )
endepunkt

ist rechts dargestellt.

a) Berechne den Erwartungswert p.

A - inisterium
- 9 11 Bildung, Wissenschaft )
i und Forschun,

Eine Studie besagt, dass die durchschnittliche tédgliche Internet-Nutzungsdauer N von Jugendlichen anndhernd
normalverteilt ist. Der Erwartungswert betragt 180 Minuten und die Standardabweichung 20 Minuten. Der Graph
der zugehorigen Dichtefunktion ist in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

|
|
:
|
Wendepunkt |
|
:
Nin Minu‘ﬂen

1) Tragen Sie die fehlenden Zeiten in die dafir vorgesehenen Késtchen ein.

2) Veranschaulichen Sie in der obigen Abbildung die Wahrscheinlichkeit, dass fiir eine zuféllig ausgewéhlte Person
der untersuchten Altersgruppe die durchschnittliche tégliche Internet-Nutzungsdauer 200 Minuten oder weniger

betrigt.

. J

a = Bund
("1 912 sidos

Auf einer Drehmaschine werden Stahlzylinder gefertigt. Die Durchmesser der Zylinder sind anndhernd normalver-

teilt mit den Parametern g = 60 mm (Erwartungswert) und o = 0,3 mm (Standardabweichung).
a) Bei einer Uberpriifung wird ein Zylinder zufillig ausgewihlt.

1) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit in Prozent, dass der Durchmesser dieses Zylinders innerhalb eines

Bereichs von 60,1 mm 4 0,6 mm liegt.

b) 1) Berechnen Sie jenen um den Erwartungswert symmetrisch liegenden Bereich, in dem erwartungsgemif 90 %

aller Durchmesser der Werkstiicke liegen.

~ 913 ° = sdemisteran

und Forschung

Ein Unternehmen stellt auf computergesteuerten Drehmaschinen Stahlwellen fiir Elektromotoren in Massenpro-
duktion her.
Bei einer Maschine sind die Durchmesser der hergestellten Stahlwellen anndhernd normalverteilt mit der Stan-

dardabweichung o = 0,02 mm. Ein Durchmesser von 9,97 mm wird von 0,1 % der Stahlwellen unterschritten.

1) Ermitteln Sie den zugehorigen Erwartungswert p.
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.

9.14 e

Ein Unternehmen stellt verschiedene Bauteile her, die einer gewissen Belastung standhalten miissen. Die Belastung,
der die Bauteile standhalten, ist normalverteilt mit den Parametern p und o.

Der Erwartungswert fiir die Belastbarkeit betragt g = 102 Newton (N). Der Graph der zugehérigen Dichtefunktion
ist in der nachstehenden Abbildung dargestellt.

U U+ € Belastung in N

1) Interpretieren Sie den in der obigen Abbildung gekennzeichneten Flicheninhalt im gegebenen Sachzusammen-
hang.

2) Geben Sie einen mathematischen Ausdruck an, der die in der Abbildung dargestellte Wahrscheinlichkeit be-
schreibt.

3) Berechnen Sie ¢ fiir 0 = 3,5N.

-

A di i um
Bildung, Wissenschaf
9.15 i Fosch,

Ein Getrankehersteller produziert verschiedene Fruchtséfte.

Die Séfte werden auf 2 Maschinen in Flaschen abgefiillt. Die Fiillmenge pro Flasche kann als annéhernd normal-
verteilt angenommen werden.

Zum Ausschuss zahlen diejenigen Flaschen, die die jeweils tolerierte Mindestfiillmenge unterschreiten.

Die Fillmenge an der 1. Maschine weist einen Erwartungswert von 750 Millilitern (ml) und eine Standardabwei-
chung von 15ml auf. Der Ausschuss an der 1. Maschine betrigt erfahrungsgeméaf 2,5 %.

Die 2. Maschine fillt ebenfalls mit einem Erwartungswert von 750 ml ab, aber mit einer Standardabweichung von
10 ml.

1) Berechnen Sie die tolerierte Mindestfiillmenge an der 1. Maschine.

2) Argumentieren Sie, welche der beiden Maschinen weniger Ausschussware produziert, wenn man von der gleichen

Mindestfillmenge fiir beide Maschinen ausgeht.
Die nachstehenden Grafiken zeigen Wahrscheinlichkeiten fiir Fiillmengenbereiche von Maschine 1.

3) Ordnen Sie den beiden grafischen Darstellungen jeweils die zutreffende Wahrscheinlichkeit aus A bis D zu.
[2 zu 4]

A |PX=pu-o0)

Fillmenge in ml B P(/u - 0<X< o+ 0)
675 (690 705 720 735 750 765 780 795 810 825

f@)
C |Plu-0=X=<u+20)

0.01

Fullmenge in ml D P(u —20 <X < U+ 0)

0
675 |690 705 720 735 750 765 780 795 810 825
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= 9.16 - = Dw\d:ng

Eine Pizzeria liefert Pizzen auf Bestellung aus. Die Kunden sollen moglichst schnell beliefert werden, damit die
Pizzen bei der Zustellung noch heifl sind.

Die Masse der Pizzen ist anndhernd normalverteilt mit dem Erwartungswert pu = 480 g.

In der nachstehenden Darstellung der Dichtefunktion ist diejenige Fliche markiert, die der Wahrscheinlichkeit

entspricht, dass die Masse einer zufillig ausgewahlten Pizza zwischen 480 g und 520 g liegt.

0,4234

Masse in g

380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580

1) Ermitteln Sie mithilfe der obigen Abbildung die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufiillig ausgewéhlte Pizza eine
Masse von mindestens 520 g hat.
2) Skizzieren Sie in der obigen Abbildung den Graphen der Dichtefunktion einer Normalverteilung mit einem

Erwartungswert von 520 g und einer kleineren Standardabweichung als jener der gegebenen Dichtefunktion.

\ J

- = Bund ium
- 9 17 Bildung, Wissenschaft )
. un

d Forschung

a) Die Masse von Apfeln einer bestimmten Sorte ist annihernd normalverteilt mit einem Erwartungswert von

200 g und einer Standardabweichung von 50 g.

1) Berechnen Sie dasjenige um den Erwartungswert symmetrische Intervall, in dem die Masse eines zufillig

ausgewahlten Apfels mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % liegt.

b) Die Masse der Apfel in einer Lieferung ist anniihernd normalverteilt mit einem Erwartungswert von 190 g.
In der nebenstehenden Abbildung ist der Graph der
zugehorigen Dichtefunktion dargestellt.

1) Interpretieren Sie die Bedeutung der markierten
Flache im gegebenen Sachzusammenhang.
2) Ermitteln Sie mithilfe der nebenstehenden Abbil- B

dung, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zuféllig
Masse in Gramm

ausgewahlter Apfel eine Masse von mehr als 200 g
hat.

160 170 180 190 200 210 220 230 240

c) Aus Erfahrung ist bekannt, dass % aller Apfel einer Lieferung wurmstichig ist.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Zufallsstichprobe von 200 Apfeln hochstens 5 Apfel

wurmstichig sind.
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~ 918 °

und Forschung

a) Laut einer Umfrage in Deutschland hétten 73,5...% der Autobesitzer/innen auf ihrem Auto gerne ein Wunsch-
kennzeichen. Es werden 8 zufillig ausgewdhlte Autobesitzer/innen befragt, ob sie ein Wunschkennzeichen

wollen.

— Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich mindestens die Hélfte der Befragten fiir ein Wunschkenn-

zeichen ausspricht.
b) Die Masse von Kfz-Kennzeichen-Tafeln ist normalverteilt mit p = 249 Gramm (g) und o = 2,4 g.

— Berechnen Sie, wie viel Prozent der Kfz-Kennzeichen-Tafeln eine Masse von hoéchstens 243 g aufweisen.

.

d ini: ium
Bildung, Wissenschaft )
und Forschung

919 ©
Ein Hotel wird renoviert. Im Zuge der Renovierung wurden neue Shampoo-Fléschchen bestellt. Die Fiillmenge
der Flischchen kann annihernd als normalverteilte Zufallsvariable angenommen werden. Die Fiillmenge von 95 %

aller Flaschchen liegt im unten dargestellten symmetrischen Intervall um den Erwartungswert.

Fiillmenge in ml

46,1 53,9

1) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die zugehérige Standardabweichung.

2) Beschreiben Sie, wie sich die Kurve dndern wiirde, wenn die Standardabweichung bei gleichbleibendem Erwar-

tungswert kleiner wére.

J

™ = d
9 2() | Bildung, \’V\ssen‘sch‘a{t

und Forschung

Die Masse von Minigolfbéllen eines bestimmten Typs ist normalverteilt mit dem Erwartungswert p = 41 g und

der Standardabweichung o = 0,1 g. Wenn ein Minigolfball mehr als 41,25 g wiegt, wird er aussortiert.

1) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewédhlter Minigolfball aussortiert wird.

2) Skizzieren Sie den Graphen der Dichtefunktion dieser Normalverteilung in der nachstehenden Abbildung ein.

Berticksichtigen Sie dabei den Erwartungswert und die Standardabweichung.

40,5 40,6 40,7 40,8 40,9 41 M1 42 413 414 415 416
Masse in g

3) Beschreiben Sie, wie sich eine kleinere Standardabweichung auf den Graphen der Dichtefunktion auswirken

wirde.
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= = d inisterium
- 9 21 Bildung, Wissenschaft )
i und Forschun

Mehrere Maschinen fiillen Sécke mit Diinger ab. Als Fiillmenge sind laut Aufdruck 25 kg vorgesehen.

a) Langfristige Uberpriifungen einer bestimmten Maschine haben ergeben, dass die tatsichliche Fiillmenge der

Sacke mit dem Erwartungswert p = 24,8 kg und der Standardabweichung o = 0,2 kg normalverteilt ist.

— Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Sack eine geringere Fiillmenge als

vorgesehen aufweist.

b) Bei einer bestimmten Abfillmaschine kann die Fullmenge als normalverteilte Zufallsgrole mit einer Standard-
abweichung von 0,94 kg und einem Erwartungswert von 25 kg angenommen werden.
Laut Betriebsvorschrift miissen Sécke mit mehr als :t%kg Abweichung vom Erwartungswert nachkorrigiert

werden.

— Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Fiillmenge eines zufillig ausgewéhlten Sackes nachkorrigiert

werden muss.

Nach einer Untersuchung wird beschlossen, dass 97 % aller Sicke (symmetrisch um den Erwartungswert) als

korrekt abgefiillt betrachtet werden sollen.
— Berechnen Sie, welche Abweichungen vom Erwartungswert nun bei der Abfiillung toleriert werden.

c) Bei einer Abfiillmaschine eines anderen Fabrikats ist die Fullmenge nicht normalverteilt. Der Graph der Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion sieht vielmehr so aus:

08 f(x)

0,7 1
0,6 1
0,5 1
0,4 1
0,3 1
0,2 1

0,1 1

0 +r f T T T T T T T T T T
225 23 235 24 245 25 2565 26 265 27 275 28

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Fiillmenge zwischen 2 Werten a und b liegt, kann als Flacheninhalt unter der
Dichtefunktion zwischen a und b berechnet werden.

Es soll die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fiillmenge zwischen 24 kg und 26 kg bestimmt werden.

— Markieren Sie in der oben stehenden Grafik die zur Berechnung benétigte Fliche.
— Schétzen Sie mithilfe der Rasterung die Wahrscheinlichkeit ab, mit der die Fiillmenge zwischen 24 kg und
26 kg liegt.
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922 T S

und Forschung

Ein Unternehmen produziert Batterien.

a) Ein Héandler kauft Batterien bei diesem Unternehmen und erhélt die Information, dass erfahrungsgeméaf 2 %
der gelieferten Batterien defekt sind.

Der Handler entnimmt einer umfangreichen Lieferung eine Zufallsstichprobe von 40 Batterien.
— Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 2 der entnommenen Batterien defekt sind.

b) Fiir den Versand der Batterien an Einzelhdndler werden diese jeweils in 4er-Packungen verpackt. Ein Ein-

zelhédndler erhélt eine Lieferung von a 4er-Packungen. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte
Batterie defekt ist, betragt p.

— Beschreiben Sie, was mit dem Ausdruck 4 - ¢ - p in diesem Sachzusammenhang berechnet wird.

¢) Das Unternehmen gibt an, dass die Lebensdauer der Batterien anndhernd normalverteilt mit dem Erwartungs-

wert pu = 5320 Betriebsstunden und der Standardabweichung o = 156 Betriebsstunden ist.

— Berechnen Sie dasjenige symmetrische Intervall um p, in dem die Lebensdauer einer zuféllig ausgewahlten
Batterie mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % liegt.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Dichtefunktion dieser Normalverteilung dargestellt.

4800 5000 5200 5400 5600 5800 6000
Lebensdauer in Betriebsstunden

— Veranschaulichen Sie in der obigen Abbildung die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéahlte Batterie

eine Lebensdauer von maximal 5200 Betriebsstunden hat.

P(-2<Z<1)=281,85...%
p=8,0=2 Zum Beispiel: a =4, b =10

9.1

9.2 1= 16,76...
9.3 1= 206,16...g
94 a) k=1:x683% k=2:2954% k=3:~997%
b) = [150 cm; 190 cm)]
c) =84%
9.5 a) 1) Ereignis A: keine der 20 Personen hat Blutgruppe AB. P(A) = 23,42... %
2) P(mind. 1 Person hat AB) = 76,57... %
3) Ereignis B: genau 5 der 20 Personen haben Blutgruppe AB. P(B) = 0,877... %
4) P(hochstens 5 Personen haben AB) = 99,80... %
b) 1) p = 7000 Personen 0% = 6510 (Personen?) o = 80,68... Personen
2) P(X > 6850) ~ 96,84...%  (Oder mit Stetigkeiskorrektur: = 96,89... %)
9.6 a) P(39< X <45)=86,63..% b)z=15 c)oy =4
9.7 68,72...g
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9.8 p =1206,12...g o0 =4,320...g
9.9 a) 19,83...% b) 19,93...% «¢) 19,73... %
9.10 p = 19,08...

Wendepunkt

9.11

N in Minuten

9.12 a) 94,23..%  b) [59,50... mm; 60,49... mm]

9.13 p = 10,03... mm

9.14 1) Die WS, dass ein zufillig ausgewédhlter Bauteil einer Belastung von mindestens (102 + €) Newton standhélt, betriagt 15 %.
2) P(X >102+¢) =0,15 oder: f:ia f(z)dz = 0,15 3) e = 3,627...

9.15 1) Die tolerierte Mindestfiillmenge an der 1. Maschine betrigt 720,6... ml.

2) Die Fiillmenge der 2. Maschine hat den gleichen Erwartungswert, aber eine geringere Standardabweichung. Die zugehérige Dichte-
funktion hat also an der gleichen Stelle das Maximum, verlduft aber schmaéler und steiler. Der Flacheninhalt links von der Mindest-
filllmenge ist kleiner als bei der 1. Maschine. Die 2. Maschine produziert also weniger Ausschuss.

3) Oben: C  Unten: B

9.16 7,66 % Bei der Skizze muss die Maximumstelle bei 520 g sein, und die Glockenkurve muss héher und schméler sein, z.B.:

9.17 a) [117,7...g;282,2...¢]
b) Ein zufillig ausgewéhlter Apfel hat mit einer WS von 70 % eine Masse zwischen 180 g und 200g. P(X > 200) = 15%
c) 34,13...%

9.18 a) 96,51...% b) 0,6209...%

9.19 1) 4 =50ml, 0 =1,989...ml  2) Bei einer kleineren Standardabweichung wire die Glockenkurve schmaéler und hoéher.

9.20 P(,Minigolfball wird aussortiert“) = 0,620...%

Bei einer kleineren Standardabweichung wére die Gaulsche Glockenkurve schmiler und hoher.

405 40,6 407 408 409 4 41 42 413 414 45 416
Masse in g
9.21 a) 84,13..%
b) 59,47...%. Es werden Abweichungen von +2,039... kg vom Erwartungswert toleriert.

c) Der Flacheninhalt eines Rechtecks betrdgt: 0,1 - 0,5 = 0,05. 7 ganze Rechtecke und rund 4,5 Rechtecke am Rand ergeben einen
Flacheninhalt von rund 0,575. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Fiillmenge eines zufillig ausgewéhlten Sackes zwischen 24 kg und
26 kg liegt, betragt grob geschatzt 58 %.

9.22 a) 95,43...%

b) Der angegebene Ausdruck gibt den Erwartungswert fiir die Anzahl der defekten Batterien in dieser Lieferung an.

c) [5063,4...h; 5576, 5... h

4800 5000 EéOO 5400 5600 5800 6000
Lebensdauer in Betriebsstunden
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10. VERTEILUNGSFUNKTIONEN

iali ¢
MmF-Mat 1 |
m aterialien ‘%_Mmr
Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v Arbeitsblatt — Verteilungsfunktionen

J
2 TR & MmF
Bei einem gezinkten 6-seitigen Wiirfel sind nicht alle Augenzahlen von 1 bis 6 gleich wahrscheinlich.
a) Die Zufallsvariable X gibt die gewiirfelte Augenzahl eines gezinkten Wiirfels an.
In der Abbildung ist die Verteilungsfunktion F' der Zufallsvariable dargestellt.
Trage in der Tabelle die Wahrscheinlichkeit fiir jede Augenzahl ein.
F(z)
! k P(X =k)
0.9 )
0.8 1
0.7 ® O
0.6 *—0 2
0.5 3
04
0.3 e O 4
0.2 5
0.1 -
€T
0 1 2 3 4 5 6 7 6
b) Die Zufallsvariable Y gibt die gewiirfelte Augenzahl eines anderen gezinkten Wiirfels an.
In der Tabelle ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Augenzahl eingetragen.
Zeichne den Graphen der Verteilungsfunktion G der Zufallsvariable in der folgenden Abbildung ein.
. F(z)
k P(Y =k)
0.9
0.8 1 30 %
0.7
2 10%
0.6
05 3 10%
0.4
03 4 20 %
o 5 20%
0.1
0 1 2 3 4 5 5 7 = 6 10%
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~Wio2W MmF

Die Korpergrofle von 42-jahrigen Méannern ist anndhernd normalverteilt.

Der Graph der zugehorigen Verteilungsfunktion F' ist links dargestellt.

Im Diagramm sind 3 Strecken und ihre Linge eingezeichnet. o8

Beschreibe im gegebenen Sachzusammenhang, welche Bedeutung 06

die Léange der 3 Strecken jeweils hat.

0.4

0.2

Korpergrofle  in cm
150 160 170 180 190 200 210

-

10.3 MmF

Z ist eine standardnormalverteilte Zufallsvariable mit zugehoriger Dichtefunktion .
Die zugehorige Verteilungsfunktion wird traditionell mit ® abgekiirzt.
a) Schreibe die Wahrscheinlichkeit als bestimmtes Integral von ¢ und
mit Hilfe von Funktionswerten von ¢ an.
1) P(Z<3) 2)P(Z<5) 3)P(Z>4) 4)P(-1<7<2)
b) Begriinde anhand der Skizze, warum ®(—z) =1 — ®(2) gilt.

c) Begrinde, warum P(—2< Z <2z)=2-®(z) — 1 gilt.

\

V104 T MmF

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert p und Standardabweichung o.

Am Graphen ihrer Verteilungsfunktion F' sind rechts 2 Punkte eingezeichnet. F)
Ermittle g und o. 0,5
[IND] S—— . .
388 8
= - = Bldung, Wissensehoft
10.5 ot e

In der unten stehenden Abbildung ist der Graph der Dichtefunktion g einer normalverteilten Zufallsvariablen X

mit Mittelwert p dargestellt.

1) Begriinden Sie mithilfe der Dichtefunktion, warum fiir die zugehorige Verteilungsfunktion G gilt:
G(p) =0,5.

2) Veranschaulichen Sie die Wahrscheinlichkeit 1 — G(51) in der unten stehenden Abbildung.

3) Lesen Sie aus dem Graphen der Dichtefunktion die Standardabweichung o ab.

47,6 48 48,4 488 49,2 496 50 50,4 508 51,2 516 52 52,4 528
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~ 106 ° )

Eine CD ist unter anderem auch ein Speichermedium fiir Multimediadateien.
Die Durchmesser von CDs eines bestimmten Herstellers sind anndhernd normalverteilt mit dem Erwartungswert

# = 12cm und der Standardabweichung ¢ = 0,02 cm.

1) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Durchmesser einer zufillig ausgewéhlten CD dieses Herstellers
auflerhalb des Intervalls [y — 0,04 cm; g1 + 0,04 cm] liegt.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Verteilungsfunktion dieser Normalverteilung dargestellt.

2) Kennzeichnen Sie in dieser Abbildung die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte CD im Bereich
[ — 0,04 cm; g + 0,04 cm] liegt.

Wahrscheinlichkeit

1
0,91
0,81
0,71
0,61
0,51
0,41
0,31
0,21

0,11

Durchmesser in cm

0 T T T T T T T T T T T
11,9 11,92 11,94 11,96 11,98 12 12,02 12,04 12,06 12,08 12,1 12,12

~ 107 ° = sdemisteran

und Forschung

Bei der Produktion von elektrischen Widerstanden konnen die Widerstandswerte als normalverteilt mit dem

Erwartungswert p = 654 Q und der Standardabweichung o = 8 2 angenommen werden.

1) Veranschaulichen Sie in der nachstehenden Darstel- 2) Skizzieren Sie in der nachstehenden Abbildung den
lung der Verteilungsfunktion dieser Normalvertei- Graphen der Verteilungsfunktion einer Normalver-
lung die Wahrscheinlichkeit P(X < 650). teilung mit gleichem p und kleinerem o als in der

gegebenen Darstellung.
; Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
4 -
0,9 09 -
0‘8 = 0‘8 -
0‘7 = 0‘7 -
0‘6 T 0‘6 -
0.5 05
0.4 04
0.3 7 0,3 7
0‘2 T 0‘2 -
017 Widerstand in () 017 Widerstand in Q)
0 T T T T T T T T T T 0 : T T ; T T T T ; :
630 635 640 645 650 655 660 665 670 675 680 630 635 640 645 B50 655 660 665 670 675 680
- J
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~ 108 ° -

Traditionelle Glithlampen wurden wegen ihrer geringen Energieeffizienz in der EU schrittweise verboten. Als Al-
ternative zu den Glithlampen bieten Hersteller LED-Lampen an.

Laut einem Ratgeber fiir LED-Lampen kann der Lichtstrom von 12-Watt-LED-Lampen als anndhernd normal-
verteilt mit dem Erwartungswert p angenommen werden. Dabei liegen 95 % der Lichtstromwerte in dem um p

symmetrischen Intervall von 780 Lumen bis 1140 Lumen.

1) Berechnen Sie den Erwartungswert p des Lichtstroms fiir 12- | Wahrscheinlichket
Watt-LED-Lampen. 17
2) Berechnen Sie die Standardabweichung o des Lichtstroms fur 8’2:
12-Watt-LED-Lampen. 0.7 1
3) Skizzieren Sie den Graphen der zugehorigen Verteilungsfunkti- 0,6
on in der nebenstehenden Abbildung. L
4) Veranschaulichen Sie in der nebenstehenden Abbildung die 82:
Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte 12-Watt- 0.2 -
LED-Lampe einen Lichtstrom von bis zu 900 Lumen hat. 0.1 1
Lichtstrom in Lumen
O600 ' 8(I)O ' 1(')OO l 12lOO I 14100
u
~ 109 * = Biaung, icsemsenai)

nd Forschung
Eine Messstation registriert téglich zu einem bestimmten Zeitpunkt die Konzentration der von einer Fabrik emit-
tierten Schadstoffe (in mg/m?). Es wird angenommen, dass diese Schadstoffkonzentrationen annihernd normal-
verteilt sind.

Die Verteilung der Schadstoffkonzentration kann sowohl mithilfe der Dichtefunktion als auch mithilfe der Ver-
teilungsfunktion der Normalverteilung beschrieben werden. In der nachstehenden Abbildung 1 ist der Graph der
Dichtefunktion dargestellt.

\
09 i
08 i
07 i
06 i
05 3
0.4 3
03 l
0.2 i
0,1 i

|

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
' Schadstoffkonzentration in mg/m?

Abbildung 1 Abbildung 2

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
Schadstoffkonzentration in mg/m?®

1) Zeichnen Sie den Graphen der zugehorigen Verteilungsfunktion in Abbildung 2 ein.
2) Veranschaulichen Sie die in Abbildung 1 schraffiert dargestellte Wahrscheinlichkeit in Abbildung 2.

3) Erkldren Sie den mathematischen Zusammenhang zwischen diesen beiden Funktionen.

. J
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https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/370/LED-Lampen_2.pdf
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L F@) it

k| P(X=k) os —

1 10% o |

2| 20% ;

10.1 a) | 3 30% b) °s —

1 10% o

5 20 % 0z

6 10 % o .
o 1 2 3 4 5 6 7

10.2 Die WS, dass ein 42-jahriger Mann hoéchstens 170 cm grof ist, betragt 19,07... %.
Die WS, dass ein 42-jahriger Mann gréflier als 180 cm ist, betrigt 35,38... %.
Die WS, dass die Korpergrofie eines 42-jahrigen Manns zwischen 180 cm und 190 cm liegt, betragt 30,17... %.
103 a) 1) P(Z <3) = [° _pla)de = ®3) 2) P(Z < 5) = [*_p)dz = 8(5) 8) P(Z > 4) = [T e@de = 1 - @4
— 0o — 00
) P(-1<2<2) = [? pla)ds = 2(2) - B(-1)
10.4 p =38, o = 3,506...
1) Der gesamte Flicheninhalt unter dem Graphen der Dichtefunktion betrigt 1.
Der Graph der Dichtefunktion ist symmetrisch beziiglich des Erwartungswerts p.

10.5 Daher gilt: G(pn) = f“ g(z)dz = 0,5. 2)
—co
3) 0 =0,8mm. (Toleranzbereich: [0,6 mm; 1,0 mm] ) s
I amchorsatvt
09
08
07
06
10.6 1) Die Wahrscheinlichkeit liegt bei rund 4,55 %.  2) os
04
03
02
o
70 1762 1104 1196 1196 12 1202 1204 12,06 1208 131 1212
] Wahrscheinlichkeit + 1 wetrscheiichket
0,9 1 09
0,8 1 08
0,7 7 07
10.7 1) g:g: . 2) zi (Wichtig ist, dass der Graph auch durch (654 | 0,5)
041 Sr‘ﬁs;aﬂ”c%ﬁg:ser Strecke 04 verlduft und der S-férmige Verlauf ,steiler ist.)
0,34 Wahrscheinlichkeit P(X < 650). 03
02 1 4 0.2
0.1 Widerstand in Q o1 Widerstand in 0
0 —t——T— T

630 635 640 645 650 655 660 665 670 675 680 630 635 640 645 650 655 660 665 670 675 680

Wahrscheinlichkeit
N
091
081
074
061
05
10.8 1) g =960 Lumen 2) o =91,83... Lumen 3) 4) 051 (l0)
04l Lange dieser Strecke
g entspricht der
034 beschriebenen
Watrscheiniichkeit
024
0,11
0 Lichtstrom in Lumen
600 800 1000 1200 1400

{
10.9 Der Wert der Verteilungsfunktion an einer Stelle x ist das Integral der Dichtefunktion von —oo bis .
Oder umgekehrt: Die Dichtefunktion ist die Ableitung der Verteilungsfunktion.

Liinge dieser Strecke entspricht
derin der Dichtefunktion
dargestellten Wahrscheinlichkeit

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
‘Schadstoffkonzentration in mg/m®
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O ]

11. ZUFALLSSTREUBEREICHE & KONFIDENZINTERVALLE (NORMALVERTEILUNG)

iali ¢
MmF-Mat 1 |
m aterialien ‘%_Mmr
Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v’ Arbeitsblatt — Zufallsstreubereiche und Konfidenzintervalle

%

S IR & MmF

In einer Grofistadt wird der Anteil der Personen, die ohne Fahrschein die U-Bahn benutzen, auf 15 % geschétzt.
Bei einer umfassenden Kontrolle werden alle Ausgénge einer Station abgesperrt und 1000 Fahrgéste tiberpriift.

X ist die Anzahl der erwischten Schwarzfahrer*innen.

a) Gib ein Intervall an, das die Anzahl X mit einer Sicherheit von mindestens 90 % enthélt.

Verwende dazu die Normalverteilung als Approximation fiir die Binomialverteilung.

b) Gib eine Aufgabe im gegebenen Sachzusammenhang an, die zum Term 1 —2- P(X > 160) passt.

. J

T 112 ¢ )

Fiir Schweifiroboter werden Schweiflelektroden bendtigt. Ein Unternehmen liefert Elektroden, deren Léngen an-
ndhernd normalverteilt mit g = 300 mm und ¢ = 5mm sind. Man entnimmt einer umfangreichen Lieferung eine

Zufallsstichprobe von 20 Schweiflelektroden.

1) Ermitteln Sie den zum Erwartungswert symmetrischen Zufallsstreubereich, in dem der Stichprobenmittelwert

mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt.

. J

= - di ini: ium
- 11 3 Bildung, Wissenschaft )
i und Forschung

Ein Unternehmen stellt auf computergesteuerten Drehmaschinen Stahlwellen fiir Elektromotoren in Massenpro-
duktion her.

Bei einer Maschine sind die Durchmesser der hergestellten Stahlwellen anndhernd normalverteilt mit dem Erwar-
tungswert @ = 10,00 mm und der Standardabweichung o = 0,03 mm.

Im Rahmen der Qualitétssicherung werden Stichproben vom Umfang n untersucht.

1) Berechnen Sie fiir n = 30 den zum Erwartungswert symmetrischen Zufallsstreubereich, in dem erwartungsge-
mafl 99 % aller Stichprobenmittelwerte liegen.
2) Geben Sie an, um welchen Faktor sich der Stichprobenumfang dndern muss, damit sich die Breite des 99-%-

Zufallsstreubereichs halbiert.
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114 ¢ = sondsmpsarn

und Forschu

Symmetrische Verbinder in Doppelkeilform dienen zum sicheren und schnellen Verbinden zweier Holzteile.

a) Die Breiten der Verbinder eines bestimmten Herstellers sind normalverteilt mit dem Erwartungswert p =
5,5mm und der Standardabweichung ¢ = 0,5mm. Einer umfangreichen Lieferung solcher Verbinder werden

Zufallsstichproben vom Umfang n = 20 entnommen und es werden die Stichprobenwerte ermittelt.

1) Berechnen Sie den zum Erwartungswert symmetrischen Zufallsstreubereich, in dem erwartungsgemaf 95 %

aller Stichprobenmittelwerte liegen.

b) Nachstehend sind der Graph der Dichtefunktion ¢ einer normalverteilten Grundgesamtheit und der Graph
der Dichtefunktion g der zugehorigen Verteilung der Stichprobenmittelwerte von Stichproben mit n = 20
dargestellt.

1) Kreuzen Sie diejenige Grafik an, in der die beiden Funktionsgraphen zueinander passend dargestellt sind.

0
- ]
.
O
.
\‘ D
\I
\
D - ~ - X
\
\\?; g
S X
a R B = Sudeamisterun

und Forschung

Im Zuge geologischer Tests wird bei einer Tiefenbohrung in einem bestimmten Punkt mehrmals die Temperatur
gemessen. Aufgrund von Messfehlern sind die erhaltenen Werte anndhernd normalverteilt mit dem Erwartungswert
= 55°C und der Standardabweichung ¢ = 1°C

1) Ermitteln Sie den symmetrischen 95-%-Zufallsstreubereich der Temperatur.

2) Geben Sie an, um wie viel Prozent sich die Breite eines symmetrischen Zufallsstreubereichs verdndert, wenn

anstelle von 95 % aller Messwerte nun 98 % aller Messwerte in diesem Bereich fallen sollen.

In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Dichtefunktion dieser normalverteilten Zufallsvariable X dar-
gestellt.

52 53 54 55 56 57 58
Temperatur in °C

3) Skizzieren Sie in der obigen Abbildung den Graphen der zugehorigen Dichtefunktion der Verteilung der Stich-

probenmittelwerte X fiir einen Stichprobenumfang n = 7.
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116 © = sondsmpsarn

und Forschu

In einer Fertigungsanlage werden Werkstiicke erzeugt, deren Langen erfahrungsgeméf normalverteilt sind.
Die Lange eines Werkstiicks ist normalverteilt mit 4 = 72,3 mm und ¢ = 0,5 mm.

Im Rahmen der Qualitétssicherung werden Stichproben vom Umfang n = 7 entnommen.

Fir jede Stichprobe wird der Mittelwert der Lingen bestimmt.

1) Geben Sie die Parameter der Verteilung der Stichprobenmittelwerte X an.

2) Berechnen Sie den zum Erwartungswert symmetrischen Zufallsstreubereich, in dem erwartungsgeméafl 95 %

aller Stichprobenmittelwerte liegen.

3) Beschreiben Sie, wie sich der Stichprobenumfang &ndern muss, damit sich die Breite dieses 95-%-

Zufallsstreubereichs halbiert.

4) Begriinden Sie, warum das Maximum der Dichtefunktion der Stichprobenmittelwerte X fiir n = 7 groBer ist

als jenes fir n = 5.
~ J
- 11 7 - = B\\d:ng W\ssen‘:;'!a:ﬁ

und Forschung

FEine Messstation registriert téglich zu einem bestimmten Zeitpunkt die Konzentration der von einer Fabrik emit-
tierten Schadstoffe (in mg/m?®). Es wird angenommen, dass diese Schadstoffkonzentrationen annéhernd normal-
verteilt sind.

Es werden Messungen an 10 Tagen vorgenommen:

Schadstoffkonzentration

. 3 152 |166 |[149 |163 [172 |147 |157 |164 |157 |168
in mg/m

1) Berechnen Sie den Stichprobenmittelwert z.

2) Ermitteln Sie das 95-%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p, wenn bekannt ist, dass die Standardab-

weichung o = 8,5 mg/m? betrigt.

. J

T 118 ™ = dudesmiisteron

und Forschung

Der Energieertrag von Photovoltaikanlagen eines bestimmten Typs ist anndhernd normalverteilt mit einer Stan-
dardabweichung von o = 6 Kilowattstunden (kWh).

Fir 10 zuféllig ausgewédhlte Anlagen dieses Typs wurden folgende Energieertriage in kWh gemessen:

195 198 210 204 196 202 210 199 192 201

1) Berechnen Sie das arithmetische Mittel & der Messwerte.
2) Ermitteln Sie das zweiseitige 95-%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert u des Energieertrags.

3) Beschreiben Sie, wie sich die Breite des Konfidenzintervalls dndert, wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit «

kleiner wird.
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= 11.9 - = Dw\d:ng

Laut einem Ratgeber fiir LED-Lampen kann der Lichtstrom von 12-Watt-LED-Lampen als anndhernd normal-
verteilt mit ¢ = 75 Lumen angenommen werden. Fiir 8 zuféllig ausgewdhlte Lampen wurde jeweils der Lichtstrom

(in Lumen) gemessen.

\ 1053\ 900 \ 084 | 873 | 838 \ 1045\ 960 \ 955 \

1) Ermitteln Sie den 95-%-Vertrauensbereich fiir den Erwartungswert p.
2) Zeigen Sie anhand der entsprechenden Formel, warum fiir eine normalverteilte Grundgesamtheit mit bekann-
tem o gilt: Wird der Stichprobenumfang vervierfacht, so halbiert sich die Breite des (1 — «)-Vertrauensbereichs

fir den Erwartungswert p.

- - =B\dJ x‘ mﬁmh:“
11.10 Bidung Vissersche

d Forschung
Die Anzahl der téglichen Zugriffe auf eine bestimmte Website kann als anndhernd normalverteilt angenommen

werden. Eine Zufallsstichprobe von 10 Werten wurde erhoben:

| 9730 | 9932 | 8960 | 10488 | 9842 | 10340 | 10234 | 9540 | 9751 [ 10190 |

1) Berechnen Sie das arithmetische Mittel und die Standardabweichung dieser Zufallsstichprobe.

2) Bestimmen Sie das 95-%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p der Normalverteilung.

\ J

m IR = -

Ein Unternehmen stellt verschiedene Bauteile her, die einer gewissen Belastung standhalten miissen. Die Belastung,
der die Bauteile standhalten, ist normalverteilt mit den Parametern p und o.

Das Unternehmen behauptet, dass der Erwartungswert der Belastung, der die Bauteile standhalten, u = 120
Newton (V) betrigt.

Eine Stichprobe ergab folgende Werte:

| 1185N | 122N [1205N ] 117N [1185N ] 121N [1215N [ 1195N ]|

1) Ermitteln Sie den Stichprobenmittelwert z und die Stichprobenstandardabweichung s dieser Stichprobe.

2) Uberpriifen Sie mithilfe eines 95-%-Vertrauensbereichs fiir u, ob die Behauptung des Unternehmens durch diese

Stichprobe untermauert werden kann.
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https://prod.aufgabenpool.at/amn/teilb1/426/B_346 LED-Lampen (5).pdf
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11.1 a) Zufallsstreubereich mit NV: [131,4...;168,5...] = Mit Stetigkeitskorrektur: [132 Personen; 168 Personen]

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit dass mindestens 141 Personen, aber héchstens 159 Personen beim Schwarzfahren erwischt werden.
11.2 Zufallsstreubereich: [297,8... mm;302,1... mm].
11.3 1) Zufallsstreubereich: [9,985... mm;10,01... mm)]

2) Die Breite ist (,LLJrzl,%,%) - (,ulef% . %) =2 Z1og - ﬁ

Eine Halbierung der Breite erfordert also, dass der Stichprobenumfang mit dem Faktor 4 multipliziert wird.
11.4 a) Zufallsstreubereich: [5,280... mm;5,719... mm].

b) Richtig ist linke Spalte Mitte. (gleiches p, kleineres o, gleicher Flacheninhalt 1)

1) 95-%-Zufallsstreubereich: [53,04...; 56,95...]

15 2) Der 98-%-Zufallsstreubereich ist um rund 18,7 % breiter.
’ 3) Dichtefunktion mit gleichem Erwartungswert u = 55°C,

aber kleinerer Standardabweichung \Lﬁ =0,377...°C.

52 53 54 55 56 57 58
Temperatur in °C

11.6 1) pz =72,3mm und o5 = ?};mm =0,188... mm.

2) Zufallsstreubereich: [71,92... mm; 72,67... mm|]

3) Eine Halbierung der Breite erfordert die Vervierfachung des Stichprobenumfangs.

4) Je groBer der Stichprobenumfang n, desto kleiner ist die Standardabweichung %

Je kleiner die Standardbabweichung, desto schmaler ist die Glockenkurve und desto gréfler ist das Maximum.
11.7 1) Z = 158,5mg/m®  2) Konfidenzintervall firr p: [153,2... mg/m?; 163,7... mg/m?]
11.8 1) z = 200,7kWh
2) Konfidenzintervall fiir p: [196,9... kWh; 204,4... kWh]
3) Je kleiner die Irrtumswahrscheinlichkeit, desto breiter ist das Konfidenzintervall.

11.9 1) Vertrauensbereich fiir p: [899,0... Lumen; 1002,9... Lumen]

o

2) Breite des Vertrauensbereichs: b,, =2 - S NG
Wenn n vervierfacht wird, dann wird +/n verdoppelt, dann wird die Breite halbiert.
Oder als Rechmung: ba.n =21 515 ' = =251 35 =4 258 R = Fbn = ban =} b

11.10 1) z = 9901,6 Zugriffe s = 446,8... Zugriffe
2) 95-%-Konfidenzintervall fiir u: [9581,9... Zugriffe; 10 221,2... Zugriffe]
11.11 1) z =119,8...N s = 1,7307... N

2) 95-%-Vertrauensbereich fiir p: [118,3...N;121,2... N] = Der behauptete Erwartungswert u = 120 N ist enthalten.
Die Behauptung des Unternehmens, dass p = 120N ist, wird daher durch diese Stichprobe untermauert.
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12. KONFIDENZINTERVALLE (BINOMIALVERTEILUNG)

Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgaben empfehlen wir:

v' Arbeitsblatt — Konfidenzintervalle (Binomialverteilung)
N )
- MmF

12.1
Die anhand einer Stichprobe vom Umfang n (n grofl) empirisch ermittelte relative Haufigkeit h eines Ereignisses E
liegt in der Ndhe der Wahrscheinlichkeit p von E. Das zu p symmetrische Intervall [p — e;p+ €], in dem h mit der
Wahrscheinlichkeit v liegt, wird als v-Schétzbereich fiir & bezeichnet.

Wird die Binomialverteilung durch die Normalverteilung approximiert und die Ndherungslosung gerundet, dann
erhélt man die folgende Formel fiir den «-Schétzbereich:

p-(1-p)

[p—e;p+e] mit e==z-
Dabei ist v = 2 - ®(z) — 1, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

— Untersuche damit, ob die folgenden Aussagen iiber diese «-Schétzbereiche richtig oder falsch sind.

richtig | falsch

Der Schatzbereich fir p = 0,2 ist um 20 % kiirzer als der Schéatzbereich fiir p = 0,5. O O

Je grofler p ist, desto ldnger ist der Schétzbereich. O O

Je grofer «y ist, desto kiirzer ist der Schétzbereich. | 0

Eine Verdopplung des Umfangs der Stichprobe resultiert in einer Halbierung der Lénge des | 0
Schétzbereichs.

Eine Erhohung der Sicherheit von 95,45 % auf 99,73 % resultiert in einem etwa 1,5 mal so O O
langen Schétzbereich.

- MmF

12.2

Bei einer Wahlprognose wird der Stimmenanteil einer Partei mit 32 % vorausgesagt, mit einer Schwankungsbreite
von € = 1,5% (in beide Richtungen). Die Prognose erfolgt aufgrund von 2000 ausgezahlten Stimmen, verstreut
iiber das ganze Land.

Zur Berechnung des Konfidenzintervalls wird die gerundete Naherungsformel mithilfe der Normalverteilung verwendet.

— Untersuche, ob die Prognose das in der Statistik tibliche Maf} von 95 % Sicherheit erreicht.

~ 123 © MmF

Unter den Frauen der Altersgruppe 20 bis 30 gibt es immer mehr Vegetarierinnen. Der Anteil soll mit statistischen
Methoden geschitzt werden. Die Sicherheit der Schitzung soll 99 % betragen, bei einer Schwankungsbreite von
2% (in beide Richtungen).

— Ermittle die Anzahl der zu befragenden Frauen.
Verwende zur Berechnung die gerundete Néherungsformel mithilfe der Normalverteilung.

Hinweis: Der relative Anteil p ist unbekannt. Du musst also vom ,worst case“ ausgehen, bei dem die Schwankungsbreite so grofl wie

moglich ist.
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-

12.4
Im Rahmen einer Studie gaben 252 von 450 Jugendlichen eines Bundeslandes an, dass sie immer friihstiicken,
bevor sie in die Schule gehen. Der Anteil dieser Jugendlichen wird mit h bezeichnet. Der Anteil aller Jugendlichen
dieses Bundeslandes, die immer friithstiicken, bevor sie in die Schule gehen, wird mit p bezeichnet.
Aufgabenstellung;:

Geben Sie auf Basis dieser Studie fiir p ein um h symmetrisches 95-%-Konfidenzintervall an.

-

= Bundesministerium

A N
12.5 Bildung, Wissenschaf
i und Forschung

Sonntagsfrage nennt man in der Meinungsforschung die Frage ,,Welche Partei wiirden Sie wéahlen, wenn am kom-
menden Sonntag Wahlen wéiren?“ Bei einer solchen Sonntagsfrage, bei der die Parteien A und B zur Auswahl
standen, gaben 234 von 1000 befragten Personen an, Partei A zu wéhlen. Bei der darauffolgenden Wahl lag der
tatsiachliche Anteil der Personen, die die Partei A gewahlt haben, bei 29,5 %

Aufgabenstellung:

Ermitteln Sie auf Basis dieses Umfrageergebnisses ein symmetrisches 95-%-Konfidenzintervall fiir den (unbekann-

ten) Stimmenanteil der Partei A und geben Sie an, ob der tatsichliche Anteil in diesem Intervall enthalten ist.

-

.

-~ d P
12.6 Bildung, Wissenschaf
o und Forschung

Jemand mochte den unbekannten Anteil p derjenigen Wahlerinnen und Wiéhler ermitteln, die bei einer Wahl
fir den Kandidaten A stimmen werden, und beauftragt ein Meinungsforschungsinstitut damit, diesen Anteil p
zu schitzen. Im Zuge dieser Schatzung werden 200 Stichproben mit jeweils gleichem Umfang ermittelt. Fiir jede
dieser Stichproben wird das entsprechende 95-%-Konfidenzintervall berechnet.

Aufgabenstellung:

Berechnen Sie die erwartete Anzahl derjenigen Intervalle, die den unbekannten Anteil p enthalten!

J

-

.

12.7 i Fereahing
Ein Spielzeuge produzierendes Unternehmen fiihrt in einer Gemeinde in 500 zuféllig ausgewéhlten Haushalten
eine Befragung durch und erhilt ein 95-%-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil aller Haushalte dieser
Gemeinde, die die Spielzeuge dieses Unternehmens kennen.

Bei einer anderen Befragung von n zufillig ausgewédhlten Haushalten ergab sich derselbe Wert fiir die rela-
tive Haufigkeit. Das aus dieser Befragung mit derselben Berechnungsmethode ermittelte symmetrische 95-%-
Konfidenzintervall hatte aber eine geringere Breite als jenes aus der ersten Befragung.

Aufgabenstellung:

Geben Sie alle n € N an, fiir die dieser Fall unter der angegebenen Bedingung eintritt!

N
aft)

-

A d ini: ium
Bildung, Wissenschaf
12.8 und Forschun

Fiir eine Wahlprognose wird aus allen Wahlberechtigten eine Zufallsstichprobe ausgewéhlt.

Von 400 befragten Personen geben 80 an, die Partei Y zu wéhlen.

Aufgabenstellung;:

Geben Sie ein symmetrisches 95-%-Konfidenzintervall fiir den Stimmenanteil der Partei Y in der Grundgesamtheit

an!
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12.9 Bundesmiiserion

und Forschung

Vier Konfidenzintervalle (4, B, C' und D) fiir einen unbekannten Anteil werden auf dieselbe Art und Weise
ausschliellich unter Verwendung des Stichprobenumfangs n, des Konfidenzniveaus v und des relativen Anteils
berechnet, wobei der relative Anteil fiir alle vier Konfidenzintervalle derselbe ist. Die Konfidenzintervalle liegen

symmetrisch um den relativen Anteil.

Konfidenzintervall Stichprobenumfang n Konfidenzniveau y
A 500 90 %
B 500 95 %
C 2000 90 %
D 2000 95 %
Aufgabenstellung:

Vergleichen Sie diese vier Konfidenzintervalle beziiglich ihrer Intervallbreite und geben Sie das Konfidenzintervall

mit der kleinsten und jenes mit der grofiten Intervallbreite an!
Konfidenzintervall mit der kleinsten Intervallbreite:

Konfidenzintervall mit der gréfiten Intervallbreite:

-

= ium

12.10 ndesmiiseron

und Forschung

Um den Stimmenanteil einer bestimmten Partei A in der Grundgesamtheit zu schitzen, wird eine zuféllig aus
allen Wahlberechtigten ausgewahlte Personengruppe befragt.

Die Umfrage ergibt fiir den Stimmenanteil ein 95-%-Konfidenzintervall von [9,8 %; 12,2 %].

Aufgabenstellung;:

Welche der folgenden Aussagen sind in diesem Zusammenhang auf jeden Fall korrekt?

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte wahlberechtigte []
Person die Partei A wahlt, liegt sicher zwischen 9,8 % und 12,2 %.

Ein anhand der erhobenen Daten ermitteltes 90-%-Konfidenzintervall
hatte eine geringere Intervallbreite.

Unter der Voraussetzung, dass der Anteil der Partei-A-Wahler/innen in
der Stichprobe gleich bleibt, wiirde eine VergroBerung der Stichprobe Il
zu einer Verkleinerung des 95-%-Konfidenzintervalls flhren.

95 von 100 Personen geben an, die Partei A mit einer Wahrscheinlich- [
keit von 11 % zu wahlen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Partei A einen Stimmenanteil von n
mehr als 12,2 % erhalt, betragt 5 %.
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™V 1211 ™ = Bondesmiserion

und Forschung

Bei einer reprisentativen Umfrage in Osterreich geht es um die in Diskussion stehende Abschaffung der 500-Euro-
Scheine. Es sprechen sich 234 von 1000 Befragten fiir eine Abschaffung aus.

Aufgabenstellung:

Geben Sie ein symmetrisches 95-%-Konfidenzintervall fiir den relativen Anteil der Osterreicherinnen und Oster-

reicher, die eine Abschaffung der 500-Euro-Scheine in Osterreich befiirworten, an!

1212 ¢ = Sidesmiterun

und Forschung

Auf der Grundlage einer Zufallsstichprobe der Groéfle ny gibt ein Meinungsforschungsinstitut fir den aktuellen
Stimmenanteil einer politischen Partei das Konfidenzintervall [0,23;0,29] an. Das zugehorige Konfidenzniveau (die
zugehorige Sicherheit) betragt ~;.

FEin anderes Institut befragt ny zuféllig ausgewédhlte Wahlberechtigte und gibt als entsprechendes Konfidenzinter-
vall mit dem Konfidenzniveau (der zugehérigen Sicherheit) v2 das Intervall [0,24;0,28] an.

Dabei verwenden beide Institute dieselbe Berechnungsmethode.

Aufgabenstellung:

Erginzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine kor-

rekte Aussage entsteht!

Unter der Annahme von n; = ny kann man aus den Angaben ® folgern;

unter der Annahme von v; = 72 kann man aus den Angaben ® folgern.
©) ®

Vi< Ve [ n,<n, l

Yi=Ye l n,=n, l

Yi> Y, [ n,>n, [l

12.1 richtig, falsch, falsch, falsch, richtig

12.2 Nein, es wird nur ein Konfidenzniveau von v = 84,9... % erreicht.
12.3 n = 4146,8... —> Es miissen 4147 Personen befragt werden.
12.4 [0,514...;0,605...] Clopper-Pearson: [0,512...;0,606...]

12.5 [0,207...;0,260...] Clopper-Pearson: [0,208...;0,261...]
Der tatsdchliche Anteil 0,295 liegt nicht im berechneten 95-%-Konfidenzintervall.

12.6 190 Konfidenzintervalle
12.7 n > 500
12.8 [0,160...;0,239...] Clopper-Pearson: [0,161...;0,242...]

12.9 Konfidenzintervall mit der kleinsten Intervallbreite: C
Konfidenzintervall mit der groften Intervallbreite: B

12.10 Richtig sind die 2. Antwort und die 3. Antwort von oben.
12.11 [0,207...;0,260...] Clopper-Pearson: [0,208...;0,261...]
12.12 1 > v2 ny < nz
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