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UBUNGEN

1. Finden Sie die Stammfunktionen:
(i) [(az +b)"dx auf I =R, wobei a, b € R mit a # 0 und n € N;
(ii) [ e®cos(z)dx auf I =R.

2. Finden Sie die Stammfunktionen:
(i) [cos(Inz)dz auf I = (0,00);
(i) [ = do auf I = (0, 7), fiir n € {2,3,4,5}.

sin" (z)

3. Finden Sie die Stammfunktionen:
(i) [ Vax? +bx + cdz mit a > 0 und b, ¢ € R, auf einem Intervall I auf
welchem ax? + bx + c streng positiv ist;

(ii) [ Vaxz?+ bz + cdzr mit a < 0 und b, ¢ € R, auf einem Intervall I auf
welchem az? + bx + ¢ streng positiv ist.

4. (i) Finden Sie die Stammfunktion [ —1— dx auf I = (0,00) durch Zer-

1‘3+$5
legung in einfache rationale Funktionen mittels Primfaktoren des Nenners.
(ii) Finden Sie eine Rekursionsformel zur Berechnung von S, = [ m dz

auf I =R, flirn e N, n > 2.
5. Beweisen Sie, daf die Funktion F' = f2, wobei

0, <0,
JiR=R, f(x)_{ sin(%), x>0,
keine Stammfunktion besitzt, obwohl sie die Darboux-Eigenschaft hat.
[Bemerkung: f hat eine Stammfunktion (siehe die Vorlesung).]

6. Mittels gleichmassiger Zerlegungen und der Wahl von Zwischenpunkten
der entsprechenden Riemannschen Zwischensummen unter den Teilpunkten,
zeigen Sie daf [ 2 dw = % fiir alle a > 0 gilt®.

7. Mittels gleichméssiger Zerlegungen und der Wahl von Zwischenpunkten
der entsprechenden Riemannschen Zwischensummen unter den Teilpunkten,
zeigen Sie dafl foa r3dr = “4—4 fiir alle a > 0 gilt?.

8. Mittels gleichmassiger Zerlegungen und der Wahl von Zwischenpunkten
der entsprechenden Riemannschen Zwischensummen unter den Teilpunkten,
zeigen Sie daf [ z* dz = “5—5 fiir alle a > 0 gilt?.

'Hinweis: beweise induktiv die Identitat > k? = “HHEMHD figy alle n € N,
k=1

n 2 2
2Hinweis: beweise induktiv die Identitit > k% = % fir alle n € N.
k=1
n 5
SHinweis: beweise induktiv die Identitit Er=rnl 4 nt + n? _n fir alle n € N.
2 3 30
k=1
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9. Man zeige, mittels Ober- und Untersummen fiir Zerlegungen von [a, b]

mit Zwischenpunkten xz; = acw fir k € {0,---,n}, wobei ¢ = b/a, dal
Jy P dz = P24 fiir b > o > 0 und p > 0 gilt.

10. Beweisen Sie, daf [/"1dz + fl —dr = flab%dx fir b > a > 1 gilt,
indem Sie die Beziehung als fl cdr = fbab % dx schreiben und ausnutzen,
daf jede Zerlegung 1 = x9 < x1 < -+ < x, = a von [1,a] einer Zerlegung

b=xpb<x1b< - - <xzpb=abvon [b,ab] entspricht (und umgekehrt).

11. (i) Beweisen Sie, daf} falls die Funktionen fi, fa : [a,b] — R integrierbar
sind, dann ist auch die Funktion max{fi, fo} integrierbar. Gilt*

b b b
/max{fl(:c),fg(x)}dm:max{/ fl(:c)da:,/ fo(z)dz}?

(ii) Falls die Funktionen fi, fo : [a,b] — R integrierbar sind, dann ist
auch die Funktion f; fo integrierbar (siehe die Vorlesung). Gilt

/f1 ) fa(x dil?— /f1 dfl»‘ /fz dSE

12. Ermitteln Sie (mittels Beweis oder eines Gegenbeispiels) ob fiir inte-
grierbare Funktionen f : [a,b] — R und g : [a,b] — (0, 00) die Funktion f/g
integrierbar sein muss.

13. Die Theorie besagt daf3 f — f; f(x) dx eine lineare Abbildung auf der
Menge Rla,b] der integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R ist. Auf der
Menge Bla,b] der beschrankten Funktionen f : [a,b] — R kann man das
Unterintegral und das Oberintegral definieren. Untersuchen Sie mit Hilfe
der Funktionen

‘ 1 falls z € QN [a, b],
frila, b =R, fiz) = {OfallsxG(R\@) Nla,b],

' _J Ofallsz e QnNla,b],
f2'[avb]_>R7 f2<$)_{ 1fallS$€(R\@)m[avb]v

ob diese Abbildungen von Bla, b] nach R linear sind.
14. Berechnen Sie folgende Integrale:
1
(i) [ x2e® dux;
0

(ii) fac2 cos(z) d.
0

15. Berechnen Sie folgende Integrale:
2
(i) [log(z)dz
1

(i) [ cos’(x) da.
0

4Hinweis: betrachte anschaulich die Flacheninhalte, die von den Funktionen fi, f2 :
[0,1] = [0,1], fi(z) = z und fo(z) =1 — z fir z € [0, 1], definiert sind.]
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16. Berechnen Sie folgende Integrale:
’7T
(i) [e ®sin(z)dz;
0
1/2

(ii) [ arcsin(z)dz.
0

n—00 n?+k?

n
17. Benutzen Sie das Riemann-Integral um lim ( > > zu berechnen.
k=1

18. Benutzen Sie das Riemann-Integral um lim %\"/n! zu berechnen®.
n—oo

1

19. Falls die stetige Funktion f : [0,1] — R die Beziehung [ f(z)dz = 3
0

erfiillt, beweisen Sie, dafl es ein x* € [0, 1] gibt mit f(z*) = x*.

20. Geben Sie eine Funktion f : [0,1] — R an, die eine Stammfunktion
besitzt und nicht integrierbar ist.

21. Berechnen Sie folgende Integrale:

(1) /2 sin(2x)

1+sin?(z) dz;

1
(i) J 1557 d=.
0

22. Sei f:[0,1] — R stetig. Beweisen Sie, da8

/Or(/Ouf(t)dt>du:/Ox(x—u)f(u)du’ ceo].

23. (i) Sei @ > 0 und f : [0,a] — R stetig und monoton wachsend mit
f(0) = 0. Bezeichnet g die Umkehrfunktion von f, beweisen Sie® daB

@ y
/ f(t) dt+/ g(s)ds > zy
0 0
fir alle x € [0,a] und y € [0, f(a)]. Zeigen Sie, daBl Gleichheit genau dann
antritt, wenn y = g(x).
(ii) Zeigen Sie, daf} fiir beliebige p > 1 und ¢ > 1 mit %4— % = 1 die
Ungleichung zy < I%a:p + %yq fiir alle z,y > 0 gilt.

24. Berechne das Integral f14 V14 Vrde.
L ova
25. Berechne das Integral [ eV®da.

/2 \/sin(z) dr
0 v/ sin(z)++/cos(x)

SHinweis: betrachte den Logarithmus des Ausdrucks.

26. Berechne das Integral”

6Hinweis: betrachte Flicheninhalte.
"Hinweis: die Substitution ¢ = 5 — x hilft.
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27. Sei a > 0 und f : [—a,a] — R eine ungerade stetige Funktion (d.h.
f(—x) = —f(x) fir alle 2 € [—a,a]). Zeigen Sie, daB [, f(x)dz = 0.

28. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. die
Ableitung f’ ist stetig). Man zeige:

b b
3 0= alf@+ 0] = [ f@do+ [@—m)fa)dr,

wobei m = $(a +b).

29. Untersuchen Sie die Funktionsfolge {fy}n>1 : I — R jeweils auf punkt-
weise und gleichméfige Konvergenz::

(i) folz) = nze ™" fiir I = R;

(ii) fo(z) = nwe " fir I = [1,00).

30. Untersuchen Sie die Funktionsfolge {fn}n>1 : I — R jeweils auf punkt-
weise und gleichméﬁige Konvergenz::

(i) fo(z) = 2™ — 22" fiir I = [0, 1];
(ii) fu(2) = s fiir I =0, 00).

31. Untersuchen Sie die Funktionsfolge {fy}n>1 : I — R jeweils auf punkt-
weise und glelchméﬁlge Konvergenz::

(i) fn(x) = 1+n212 fir I = [ ];
(ii) fu(z) = 5552 fiir I =[0,1].

32. Zeigen Sie, daB die Funktionsfolge { f,, }n>1 mit f,(z) = V1 + 22 punkt-
weise aber nicht gleichméaBig gegen f = 1 auf R konvergiert.

1

33. Beweisen Sie, dafl lim [

n—00 o (1+n+x) dz = 0.

34. Beweisen Sie, dafl falls die stetigen Funktionen f, : [0,1] — R gle-
ichméfig gegen die Funktion f : [0, 1] — R konvergieren, dann ist f integrier-

bar und hm f fu(x)dz = f f(z)dx. Gilt die Aussage falls die Konvergenz

nur punktwelse ist?

1
35. Sei f :[0,1] — R stetig mit [z"f(z)dx = 0 fiir alle n € N U {0}.
0
Beweisen Sie dafl f = 0.

36. Man zeige, daf die durch f(0) := 1, f(x) := eacx—_l fiir  # 0 definierte
Funktion f: R — R reel analytisch ist.

37. Man zeige, daf die Funktion f(z) = (1 + x)a im Intervall (—1,1) reel

analytisch ist und durch die binomische Reihe Z < & dargestellt wird,
k=0
wobei die Binomialkoeffizienten durch die Ausdriicke

(a) =1, <a> = olo—1)-(a—k+1) fir k€N gegeben sind.

0 k 1---k
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38. Finden Sie® die Summe der Reihe 1 — 2% +2% — 2% +--- fiir z € (—1,1).

2 ZL‘S x4 .7}5

39. Finden Sie” die Summe f(x) der Reihe ; 1733 + 13 5.1

fir x € (—1,1). Gibt es die Grenzwerte lim _f (x), und stimmen diese mit
z—1

der Reihenformel fiir x = 41 tiberein?

40. Beweisen Sie die folgende Ergédnzung des Abelschen Grenzwertsatzes:

falls die Potenzreihe f(z) = Y apz” mit Koeffizienten a,, > 0 (fiir alle

n=0

n € NU{0}) den endlichen Konvergenzradius R > 0 hat, und falls ) a,R"
n=0

bestimmt divergiert, dann gilt lim f(x) = co.
z—R™

Y

f2

> U

FIGURE 1. Zur geometrischen Deutung der Aufgabe 41.

41. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, daf es eine Funktionenfolge { fy, }n>1

gibt, die gleichméBig gegen f auf [—1,1] konvergiert, und obwohl jede der

Funktionen f,, differenzierbar ist, ist f in « = 0 nicht differenzierbar?.

42. Zeigen Sie anhand des Beispiels f,(z) = 1 sin(n?z), da8 es eine Folge

von stetig differenzierbaren Funktionen {f,,},>1 gibt, die gleichméBig gegen

die stetig differenzierbare Funktion f auf [—1, 1] konvergiert, ohne daf} f/(0) =

. / .
nl;rrgo 11(0) gilt.

8Hinweis: was ist 1 — 2 + 2% — 2% + -+ ?

9Hinweis: zweimal differenzieren.

10Man versuche, das anschauliche Bild mit Formeln zu bestatigen, indem man fiir
f(x) = |z| die Funktion f,(z) derart definiert, da$ sie mit f(z) fiir [z| > & {ibereinstimmt,
withrend fn(z) fiir || < 1 durch ein Polynom zweiten Grades gegeben ist.
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1/n fir x € [0,n], . .
0 fiir & € (n, 00) (n € N). Zeigen Sie,

dafl die Funktionenfolge { fn}n>1 gleichméBig gegen 0 auf [0, co) konvergiert,
aber dennoch gilt!! hm f fn(z)dz # 0.

43. Sei f, : [0,00) = R, fu(z) =

44. (Satz von der majorisierten Konvergenz) Sei {f,}n>1 eine Folge von

stetigen Funktionen f, : [a,00) — R mit der Eigenschaft da§ f, = f

(gleichmaBig konvergiert) auf jedem Intervall [a,b]. Falls es eine stetige
oo

Funktion ¢ : [a,00) — [0,00) gibt, fir die [g(z)dz < co und mit der
Eigenschaft dafl ]fn(x)\ < g(w) fir alle z € R und alle n € N, zeigen Sie,
dafd hm ffn dx—ff

o o
45. Man zeige, da§ lim [ (1 — %)ntp dt = [ e 'tPdt fiir p > —1 gilt.

46. Mit der Angabe da§ [ % dz = 7, berechnen Sie den Wert des un-
0

o0

eigentlichen Integrals [ (%)2 dz.
0

o0
47. Man beweise die Konvergenz der Reihe ) log( ) fiir s > 1, und die
n=1

Divergenz der Reihe fiir s < 1.
48. Man zeige, dal das uneigentliche Integral f sin(e”) dz konvergiert.

49. Man untersuche fiir welche Werte von n € N das uneigentliche Integral

TW

x"4n

dz konvergiert.

(o)
50. Man zeige, daB [ % dz = f ffx% dx, wobei beide uneigentliche
0

Integrale konvergieren aber nur emes absolut konvergent ist.

51. Man zeige: fiir jede Norm || - || : R™ — [0, 00) gilt

[z +y+ 2 <zl +llyll+llzll, 29,2 €R".

11Uneigen‘cliche Integrale umfassen einen Grenzwertiibergang und deshalb gelten nicht
die tiblichen Integrationsregeln.
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M=
8
ol NV

52. Man zeige'?, daB fiir die euklidische Norm |[|(z1,...,2z,)|| =

£
Il
MR

einer Summe von N Vektoren X', ..., X% gilt
N 5 N
| x <> pee
j=1 j=1

n
53. Man zeige, daf§ durch ||z||; := > |z fir 2 = (z1,...,2,) € R" eine
k=1
Norm auf R™ definiert wird.

54. Man skizziere die Mengen der Punkte x € R? mit [|z[; = 1 bzw.
|z]|« = 1, wobei ||(z1,x2)||« := max {|x1], |z2|}.

55. Sei || -|| die euklidische Norm auf R". Man zeige, daf folgende Aussagen

aquivalent sind:
n

(i) # und y sind orthogonal (d.h. (z,y) = 0, wobei (z,y) = > xpy; fir
k=1
= (x1,...,2p) € R"und y = (y1,...,yn) € R");
(i) |z +yl* = [l=[* + [ly]*;
(iii) ||| < ||z 4+ Ay|| fir alle A € R;
(i) llz +yll = llz =yl
Interpretiere diese Aquivalenzen geometrisch.

56. Sei ||-|| die euklidische Norm auf R™. Man zeige, daB |z+y| = |lz||+ |yl
moglich ist nur falls z € R™ und y € R™ kollineare Vektoren sind (d.h., es
gibt ein A € R mit x = Ay oder mit y = Ax).

57. Beweise die Aussage der Ubung 56 fiir eine Norm auf R”, die aus einem
Skalarprodukt entstammt. Weiter, gebe ein Beispiel einer Norm auf R™ fiir
die die Aussage der Ubung 56 falsch ist.

58. Sei || - || eine Norm auf R”, die aus einem Skalarprodukt entstammt.
Man zeige, daf} falls die Beziehung ||[Az + (1 — A\)y|| = ||z fir alle A € [0, 1]
gilt, dann ist x = y (u.a. bedeutet dies, daf die Einheitssphére {x € R™ :
||| = 1} keine flache Teile aufweist — vergleiche mit Ubung 54).

59. Sei X = {(z,y) €Z*: 0<z<m, 0 <y <n}, wobei n,m € N.
Die Manhattan-Metrik'® auf X wird als d((x1,91), (z2,12)) = |z1 — 22| +
ly1 —y2| definiert. Man zeige, daf d die Eigenschaften einer Metrik aufweist.
Weiter, anhand einer Skizze, zeigen Sie daf} ein Taxifahrer unterschiedliche
Wege, von (1, 1) ausgehend, nehmen kann, die die gleiche Weglénge haben,
vorausgesetzt, er ndhert sich stetig dem Ziel (5,3). Hingegen, entlang einer
Avenue oder Street, ist der kiirzeste Weg eindeutig und von der euklidischen
Metrik gegeben.

12Hinweis: betrachte die Vektoren (XE, X2, .., X)) eRY fiir 1 <k <.

131 der Manhattan-Insel in New York sind die Strafien in einem schachbrettartigen
Muster (“Avenues” verlaufen von Norden nach Siiden und “Streets” von Ost nach West),
so dafl man das Gitter als ein Netz von Straflen auffassen, das ein Taxifahrer durchfahrt,
wobei die Kreuzungen die Orte sind, die er anfahren kann.
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60. (Metrik des franzosischen TGV') Bezeichne P (fiir Paris) einen be-
liebigen Punkt in R? und || - || die euklidische Norm. Wir definieren d :
R? x R? — [0, 00) durch

A(X,Y) = |X — Y] falls X, Y auf einer Geraden durch P liegen,
7 IX = P||+||Y — PJ| sonst.

Zeigen Sie, daB d eine Metrik auf R? definiert. Skizzieren Sie jeweils die
Menge aller Punkte, die von X := P + (4,0) bzw. Y = P + (1,0) Distanz 2
beziiglich d haben.

61. (Hyperbolische Entfernung im offenen Einheitskreis) Sind P;(z1,y1)
und Py (z2, y2) zwei Punkte im Einheitskreis D = {(z,y) € R? : 22+9? < 1},
so betrigt ihre Entfernung im hyperbolischen Raum?!?

< V(w1 —22)2 + (1 — y2)? )
V(I = z1m0 — y1y2)? + (T1y2 — T2u1)? ’

wobei tanh(s) = &5 ¢ eine bijektive Abbildung tanh : R — (—1,1) definiert.

(i) Man priife, dafl tanh : R — (—1, 1) bijektiv und wachsend ist.

(ii) Man zeige, daf durch diese Metrik'® die euklidische Léngenmessung
verzerrt wird, da die Entfernung zwischen (1 —¢,0) und dem Ursprung (0, 0)
unendlich wird wenn wir uns mit € — 07 dem Randpunkt (1,0) annihern.

(ii) Man zeige, dass die offene Kugel (beziiglich der hyperbolischen Metrik)
mit Mittelpunkt (0,0) und Radius € > 0 mit einer euklidischen offenen Kugel
iibereinstimmt. Gilt dies auch fiir die offene Kugel (beziiglich der hyperboli-
schen Metrik) mit Mittelpunkt (0.5,0) und Radius € > 07

d(P;,P,) = 2tanh ™!

62. (i) Man zeige, daf fiir Pl(xl, y1) und Py(z2,y2) im Einheitskreis D gilt

_Z2

d(P;,P,) = 2tanh ™! mit z; = x1 + iy1, 20 = T2 + iy2 € C,

wobei d die in der Ubung 61 definierte hyperbolische Distanz d ist.
(ii) Priifen Sie, dass d*(Py, P») = |2 } eine Metrik auf D definiert!”.

1—2027

63. Sei (X,d) ein metrischer Raum und O C X eine offene Menge. Man
zeige, dafl O eine Untermenge des Inneren des Abschlusses O von O ist.

Mper Name leitet sich von dem zentralisiert angelegten Schnellbahnnetz Frankreichs
ab, bei dem alle Bahnverbindungen auf Paris zulaufen. Die Konsequenz davon ist, dass
man z.B. bei einer Bahnfahrt von Strafiburg nach Lyon einen 400 km langen Umweg iiber
Paris in Kauf nehmen muss.

I5Er erfiillt die Axiome der euklidischen Geometrie mit Ausnahme des Parallelenaxioms
und spielt eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik (Kosmologie).

16Dje Positivitit und die Symmetrie von d sind trivial, wiahrend die Dreiecksungle-
ichung schwieriger ist.

ITHinweis: man kann annhehmen, daf} die hyperbolische Distanz d eine Metrik ist, und
die Formel tanh(t + s) = % benutzen. Sei auch bemerkt, da§ tanh(s +t) <
tanh(s)+tanh(t) fir s,t > 0 gilt, da die zweite Ableitung der Funktion (— tanh) posmv ist
(d.h., die Funktion ist konvex). Demzufolge erwingt t = (1 = A\)0+ A(t+s) mit A = m €
(0,1) die Beziehung —tanh(t) > — = tanh(¢ + s), wihrend aus s = (1 — )0 + u(t + s)

t+s
€ (0,1) die Beziehung — tanh(s) > tanh(t + s) folgt.

mit p =

t+s H—S
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Man priife anhand des Beispiels
O={(z,y) eR?: 2+ <13\ {(2,0) eR?®: 0<z <1}

(beziiglich der euklidischen Distanz auf R?) ob O gleich mit dem Inneren
des Abschlusses O von O sein mu$.

64. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Gilt die Aussage: eine Menge O C X
hat denselben Rand wie der Abschluss O von O?

65. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist es moglich, daf fiir eine Menge O C
X das Innere die leere Menge ) ist, wihrend X das Innere des Abschlusses
O von O ist?

66. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist es moglich, dafl die einzigen kon-
vergenten Folgen {zy},>1 ab einem Index konstant sind (d.h., es gibt ein
N € N mit z, = zy fur alle n > N)?

67. Zeigen Sie: Grenzwerte konvergenter Folgen in metrischen Raumen sind
eindeutig.

zy ..
68. Essei f : R? — R gegeben durch f(x,y) := {7”2*92 ftlr (z,9) # (0’0).
0 fir (z,y) = (0,0)
(a) Zeigen Sie: fiir jedes a € R und b € R sind die partiellen Funktionen
9o : R =R, y— f(a,y), und hy : R - R, x — f(x,b), stetig.
(b) Ist f stetig!® in (0,0)?

69. Sei f: R — R, f(x) := exp(—x/e). Zeigen Sie, dass genau ein Punkt
a € R existiert mit a - /¢ = 1 und {iberdies gilt 0 < a < 1.

70. (a) Es sei (X,d) ein metrischer Raum, KX C X kompakt und A C X
abgeschlossen mit A N K = (. Zeigen Sie'”: es gibt ein ¢ > 0 derart, dafl
d(z,y) > ¢ fir alle x € A und alle y € K gilt.

(b) Geben Sie ein Beispiel im R? (mit der euklidischen Metrik) an, das
belegt, dass die Aussage in (a) falsch wird, wenn K nur als abgeschlossen
vorausgesetzt wird.

71. Zeigen Sie: eine Menge O C R (mit der euklidischen Metrik) ist offen,
wenn und nur wenn es endlich oder abzdhlbar unendlich viele disjunkte
Intervalle {(a;, b;) }icr gibt, so daB O = | (ai, b;).

1€l
72. Zeigen Sie: man kann die offene Menge O = {(z,y) € R? : 22 +
y? < 1} (mit der euklidischen Metrik) nicht als Vereiningung von disjunkte

offene Kugeln darstellen?” (d.h., eine mehrdimensionale Verallgemeinerung
der Aufgabe 71 féllt aus).

18Hinweis: Berechnen Sie liﬁ)l f(r,7r). Bemerkung: diese Schlussfolgerung steht nicht

im Widerspruch zu dem Satz aus der Vorlesung, wo Aquivalenz der Stetigkeit von Abbil-
dungen in den R"™ zur Stetigkeit aller Komponentenfunktionen gezeigt wurde.

Hinweis: X \ A ist offen und enthélt alle Punkte aus K; iiberdecken Sie K mit
geeigneten Kugeln.

20Hinweis: betrachte die Diagonale {(z,z) e R?: —1 <z < 1}.



UBUNGEN

73. Die Achsenprojektionen in R? sind die Abbildungen (z,y) ~ z und
(x,9) + y. Zeigen Sie (fiir die euklidische Metrik): ist K C R? kompakt,
dann sind beide Projektionen auf den Achsen kompakt. Gilt die Aussage
auch falls K C R? nur abgeschlossen ist?

n

74. Sei f(x) = 3 axz® ein reelles Polynom. Zeigen Sie: falls es ein m > 0

gibt, so dafl f(x)_> 0 fiir alle € R mit |z| > m gilt, dann gibt es ein £ > 0,
so daB f(x) > ¢ fir alle z € R mit |x| > m. Hingegen ist die Aussage fiir
f(z,y) = (zy — 1)2 + y* falsch, obwohl f(x,y) > 0 auf R2.

75. Beweisen Sie: falls die Menge A C X = R? (mit der euklidischen Metrik)

beschrinkt ist, dann ist die Menge*! A, = {z € R? : ing{d(x,y)} < e}
ye

kompakt fiir alle € > 0. Zeigen Sie, daf} die Aussage fiir allgemeine metrische

Réume (X, d) falsch ist.

76. Man bestimme die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen
fr9.h:R2 SR fa,y) =22 +ay+y?, glz,y) = eV, h(z,y) = sin(xy).

77. Seien a # b zwei Punkte in R? und setze f(z) = ”xia” + ”xin fur
r € R3\ {a,b}. Was sind die kritischen Punkte von f?

78. Fir (r,0,¢) € (0,00) x (0,7) x (0,27) definiert
f(r,0,¢) = (rsinf cos p, rsinfsin @, rcos )
die Kugelkoordinaten. Man berechne die Jacobimatrix Df und die Jaco-

bideterminante Jy.

79. Seien f, g € C*(U,R), wobei u C R" eine offene Menge ist. Zeigen Sie:
V(fg) = fVg+gVfund V(1/f) = —f2Vf iiberall wo f # 0.

80. Zeigen Sie: jedes Vektorfeld v : R? — R? der Gestalt

v(x1, x2, 23) = (121 +anza+agzs, fro1+ Poxa+ F3x3, V121 + Y222 +7323) ,

wobei aj, 3;,7; € R fiir 1 < j < 3, lait sich in der Form v = u + w mit
curlu = 0 und divw = 0 schreiben (solche Vektorfelder u und w heiflen
wirbelfrei bzw. quellenfrei).

81. Definiere f : R? — R durch

_J 0 fir (21,22) =(0,0),
fone) =4 2o fie (21,22) £ (0,0).
Zeigen Sie die Existenz der partiellen Ableitungen D; f(0,0) und Dy f(0,0),
obwohl f in (0,0) nicht stetig ist.

2Ipiir 2 € X bezeichnet d(z, A) := irelg{d(m, y)} den Abstand zur Menge A.
y
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82. Sei U C R” eine offene und konvexe Menge?? und f € C'(U,R). Zeigen
Sie: gilt le(:g) = 0 fir alle z = (x1,...,2,) € U, so hingt f nur von
Z9,...,Ty ab. Uberzeugen Sie sich anhand des Beispiels

U=R\{(01,0): a1 >0}, flas,a2) = {

dafl die Konvexitat von U nicht ohne weiteres vernachléfligt werden kann.

0 fuir z1 <0 oder z9 <0,
x% fir x1 >0und z9 >0,

83. [Doppelte und iterierte Grenzwerte] Seien f : R? — R, (x%,z3) € R?
und € > 0. Zeigen Sie: falls

lim f(z1,f2) =L und  lim_f(21, f2) = L(z1)

(x1,22)—=(x7,2%) To—T
fir alle 1 € R mit |21 — 27| < ¢ existieren, so gilt lim L(z;) = £, wahrend
T1—T]
fiir
[0 fir x22=0,
flar,x2) = T9 + x1 sin (;12) fir x9#0,
gilt lim f(x1,29) = 0 obwohl lim lim f(x1,z2) nicht existiert.
(z1,22)—(0,0) 21—0 220

84. Sei f : S! = {(x1,22) € R? : 22 + 22 = 1} — R stetig (mit der
euklidischen Metrik). Zeigen Sie: es gibt ein z¢ € S' mit f(x) = f(—x0).

85. Sei (X,d) ein metrischer Raum. X heifit zusammenhingend, wenn es
keine Zerlegung von X in zwei disjunkte, nichtleere offene Mengen gibt?3.
Eine Teilmenge A C X heifit zusammenhéangend, wenn A mit der Metrik
von X ein zusammenhangender Raum ist.

(i) Zeigen Sie: X ist zusammenhéngend, falls X nicht in zwei disjunkte
nichtleere abgeschlossene Mengen zerlegt werden kann.

(ii) Finden Sie die zusammenhéngende Untermengen von R, fiir die euk-
lidische Metrik.

86. Sei M C R? eine zusammenhiingende Untermenge (mit der euklidischen
Metrik). Ist der Rand OM eine zusammenhéngende Menge?

87. Seien (X, d) und (X', d’) metrische Raume. Zeigen Sie:

(i) Falls M C X eine zusammenhéngende Menge ist, so ist f(M) C Y
auch eine zusammenhéngend.

(ii) Falls Y = R (mit der euklidischen Distanz) und y € [f(a), f(b)], wobei
a,b € X, dann gibt es ein ¢ € X mit f(c) = y.

88. Ein metrischer Raum (X, d) heifit wegzusammenhéngend falls es fiir
alle z,y € X einen Weg von z nach y in X gibt, d.h. eine stetige Abbildung
w:[0,1] = X mit w(0) = z und w(1) = y. Zeigen Sie:

(i) Wegzusammenhéngende Réume sind zusammenhéngend.

(i) In R? ist die Vereinigung des Graphen der Funktion f : (0,7] — R,
f(z) =sin (%) mit dem Abschnitt der y-Achse zwischen —1 und 1, mit der

22K onvex bedeutet: fiir alle z,y € U liegt die Verbindungsstrecke {Az+ (1 —N)y: A €
(0,1]} in U.

23D h. falls 01, Oy C X offen sind, mit O1 N O3 = @ und O1 N O2 = X, dann folgt
O1 = 0 oder O = 0.
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von R? induzierten euklidischen Metrik, kompakt und zusammenhingend,
aber nicht wegzusammenhangend.

(iii) Ist O € R™ (mit der euklidischen Distanz) offen und zusammenhéngend,
dann ist O wegzusammenhangend.

89. Zeigen Sie, fiir
0 fir (z1,z2)=(0,0),
. T2 —
fRToR, fay,z) = { 7xlx;2(ii;x§) fir (z1,22) # (0,0) :
1 2
(i) f, Dz, f, Ds, f sind stetig auf R2.
(i1) Dyyayfs Daya, f existieren auf R? und sind stetig auf R? \ {(0,0)}.
(iii) Dyy2, f(0,0) =1 und Dy,s, £(0,0) = —1.

90. Sei f : R — R3 differenzierbar. Falls ||f(t)|| = 1 fiir alle t € R, zeigen
Sie, daB (f(t), f'(t)) = 0 fiir alle ¢t € R.

91. Definiere f : R? — R durch

0 fir (z1,z2) =(0,0),
.2 _
f:RT=R, flay,a2) = { a:% + a:% — 23:%3:2 _dafay fir (z1,z2) # (0,0).

(z1+22)2
Zeigen Sie:
(i) f ist stetig auf R2.
(ii) Fiir 6 € [0, 27) hat die Funktion®* © : R — R, ©(t) = f(tcos 6, tsin )
flir t € R, ein striktes lokales Minimum an der Stelle ¢ = 0.
(iii) (0,0) ist kein lokales Minimum fiir f.

92. (i) Ist das Vektorfeld (e, e**¥) ein Gradientenfeld auf R*? Wenn ja,
finden Sie ein entsprechendes Potential.

(ii) Ist das Vektorfeld (2z cos(y), —z?sin(y)) ein Gradientenfeld auf R2?
Wenn ja, finden Sie ein entsprechendes Potential.

93. Wie lautet?® die Taylor-Entwicklung dritter Ordnung fiir die Funktion
fiR2 SR, flz,y) = e, um (0,0)?

94. Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z,y) = 2y? jeweils lokale und globale
Maxima und Minima auf:

(i) der offenen Kreisscheibe {(x,y) € R? : 2% + 2 < 1};

(ii) dem Einheitskreis {(z,y) € R? : 22 + y? = 1};

(iii) der abgeschlossenen Kreisscheibe {(z,y) € R? : 22 +¢% < 1}.

95. (i) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f : R? — R,
flx,y) = 2® +y° — 3ay.

ii) Bestimmen Sie in R3 die Punkte auf dem Schnitt der Sphire {(z,y, z) €
R3 : 22 + y? + 22 = 1} mit der Ebene {(z,y,2) € R} : 2 +y + 2z = 1} mit
minimalen bzw. maximalen Abstand zum Ursprung.

24Dje Beschriinkung von f auf den Geraden durch Punkte (cos6,sin ) € S2.
25Hinweis: statt der allgemeinen Formel mit Multiindizes, nutzen Sie dafl die Expo-
nentialfunktion vorkommt.
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96. Zeigen Sie, daf die Gleichung 23 + 4y? + 8x2? — 323y — 1 = 0 in der
0

Néhe des Punktes | 1 | durch eine implizite Funktion z = h(x,y) 16sbar ist.
1

97. Eine periodische Schwingung f(t) mit Frequenz w > 0 und Periode
T = 27 /w kann nach Fourier in seine harmonischen Bestandteile zerlegt
werden:

£ = 2+ {an cos(nwt) + bysin(nwt)}, € [0,T].

2
n=1
(i) Falls die Konvergenz der Fourierreihe gleichméfig auf [0, T ist?, zeigen
Sie, dafl man die Fourierkoeffizienten dieser Zerlegung aus den Integral-

formeln berechnen kann:

/f t)dt, an_/f t) cos(nwt) dt , bn—/f ) sin(nwt) dt

( ) Falls f die Einschrinkung einer periodischen Funktion der Klasse
C*' auf [0, 7] ist, beweisen Sie die folgende Beziehung zwischen den Fouri-
erkoeffizienten {AnaBn}nzl der Ableitung f’ und den Fourierkoeffizienten
{an,bp}n>1 von f: A, = nwb, und B,, = —nwa,. Was passiert fiir n = 07

26Unter welchen Umstéinden dies der Fall ist, ist technisch nicht einfach und wird in
der Vorlesung iiber Fourieranalysis untersucht.



