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UBUNGEN

1. Zeigen Sie: Ve e Rk € Z: k <z < k+ 1. Wir nennen dann [z] := k
(die sog. GauBklammer) das grgfite Ganze von x. Damit definieren wir eine
Funktion [-] : R — R, x ~ [z]. Skizzieren Sie ihren Graphen.

2. Fiir a > 0 und b > 0 zeige man: 2 < a/b+b/a.

3. Man beweise: Ist M eine nichtleere Menge reeller Zahlen mit inf M > 0,
so ist die Menge M’ = {1/m : m € M} nach oben beschriankt, und es gilt
sup M’ =1/inf M.

4. Man zeige: Ist r rational und x irrational, so ist 7 +x irrational; weiterhin
ist auch rz irrational, sofern r # 0 ist.

5. Man zeige, dafl zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen stets eine
Irrationalzahl liegt.

6. Mittels Induktion ist zu zeigen:
(i) 1+3+5+ -+ (2n—1)=n?fiirn €N;
(i) 12 4+2°+32+---+n?=E(n+1)(2n+1) fir n € N.

7. Man beweise: n'/" <1+ 2//n fiir n € N.

8. Man beweise: Andert man endlich viele Glieder einer konvergenten Folge
ab, so dndern sich weder Konvergenzverhalten noch Grenzwert.

9. Sei a, = vV/n+1—4/n fir n € N. Ist die Folge {ay}n>1 konvergent?
Beweisen Sie Ihre Behauptung direkt durch Ruckgriff auf die Definition der
Konvergenz.

10. Zeigen Sie, dass die Folge {an}n>1 mit a, = (1 — n%)” gegen 1 kon-
vergiert. Finden Sie zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 explizit ein N € N
derart, dass fiir alle n > N stets |a, — 1| < € gilt.

(Hinweis: Bernoulli-Ungleichung.)

11. Entscheiden Sie jeweils welche der Eigenschaften beschréinkt, konvergent
bzw. divergent fiir die gegebene Folge vorliegen. Bestimmen Sie im Falle der
Konvergenz den Grenzwert.

3—n)? 14 (—1)"n?
Gon 1
3n® —1 243n+n

12. Richtig oder falsch? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

(a) {an+1 — an}n>1 ist Nullfolge <= {a, }n>1 ist konvergent.

(b) Sei0 < ¢ <1lund Vn € N: 0 < apt1 < ¢-ap. Dann ist {a,}n>1 eine
Nullfolge.

(a) a, = (neN).
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13. Bestimmen Sie jeweils lim a,, falls der Grenzwert existiert.
n—o0

(n+1)(n+2)(n+3) o oni+4

= b =
@ o= ey DT e
14. Man beweise: Wenn lim a, = a und b, = %, so gilt lim b, = a.
n—oo n—oo

1
1

la-+b] |al b g
THath] < Trja] T T fUr @, b € R.

15. Man beweise:

|Z| <1+ |a—0b| und

+
+[0]

16. Man beweise: |a + b| + |a — b| > |a| + || fiir alle a,b € R.

17. Man beschreibe die Menge der Zahlen x € R mit: (i) [z —1|+|z+1| < 4;
i)z <|1—a|;22 -3z +2<0.

18. Eine Folge {by,}n>1 heiit Umordnung der Zahlenfolge {ay,}n>1, wenn
bn = ag(p) gilt fiir alle n > 1, wobei 0 : N — N eine bijektive Abbildung ist.
Ist die Umordnung einer Nullfolge eine Nullfolge?

19. Die Intervallschachtelung ermoglicht uns, ein konstruktives Verfahren
zur Bestimmung von +/a fiir eine vorgegebene reelle Zahl a > 0 zu erdenken.
Zuniichst ermitteln wir die grofte Zahl g € N, so daB ¢ < a. Sei I} =
[9,9 + 1] und bilden z; := “1241’1. Gilt x% < a, so setzen wir as = =z,
by := by; anderenfalls wird as := a1, by := x1 gewdhlt. Nun halbieren
wir Iy = [ag,bs] durch den Punkt xs := “2241’2 und vergleichen z3 mit a.
Ist iL'% < a, so setzen wir ag := x9, by := by, anderenfalls az := as und
b3 := x2. Auf dieser Weise entsteht eine Intervallschachtelung {1, },>1 mit
Ty € I, = [an, by] und a € [a2,b2] fiir alle n > 1. Man beweise: /a ist der
Punkt, der in allen Intervallen I, liegt.

20. Man beweise: die Irrationalzahlen liegen dicht in R.

21. Gibt es eine beschrankte Zahlenfolge, die k vorgeschriebene Werte x1,
o, ..., Tt € R und nur diese als Haufungspunkte hat?

22. Sei p € N, p > 2. Man zeige, daf fiir ¢ > 0 und ein beliebig gewahltes
Anfangselement zg > 0, die rekursiv durch

1 c
$n+1:p|:(p—1)$n+xg_l s ’I’LZO7
definierte Folge gegen ¢/c konvergiert.

23. Seien a > 0 und b > 0 reelle Zahlen mit @ > b. Wir definieren die Folgen
{an}n>1 und {b,},>1 indem wir a; := a, by := b und ap41 = %(an + by),
bnt1 := Vapb, fiir n > 1 setzen. Man zeige, dafl b, < bp4+1 < ant1 < ay, fir
alle n > 1 gilt, und lim a, = lim b,.

n—oo n—oo

24. Man zeige, daB die durch z := /2, £,11 = /2 + ,, definierte Folge
konvergent ist. Was ist li_>m Tn?
n oo
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25. Ist die folgende Behauptung richtig: “Eine reelle Zahlenfolge {x;,}n>1
ist dann und nur dann konvergent, wenn sie genau einen Haufungspunkt
besitzt.”?

26. Ist 0 € (0,1) und ist {zp}p>1 eine Zahlenfolge mit |zpi2 — Tpt1| <
0|zp41 — x| fir alle n > 1, so zeige man, dafl {x,, },>1 eine Cauchyfolge ist.

27. Man zeige, dafl die durch 1 =1, 41 = ?ii: fiur alle n > 1 definierte

Folge eine Cauchyfolge ist, und bestimme lim x,.
n—oo

28. Beweisen Sie, dafl die durch x1 =0, 20 = 1, 40 = %(mn + Xpqq) fiir
alle n > 1 definierte Zahlenfolge eine Cauchyfolge ist.

29. Sei a € R, a > 0. Finden Sie die notwendige und hinreichende Bedin-
gung damit die Zahlenfolge {x,},>1, die durch 71 = 0 und 41 = a + 22
fir alle n > 1 definiert wird, konvergiert.

30. Zeigen Sie mittels eines Gegenbeispiels, dafl man im Quotientenkri-
an

terium fir Reihen die Bedingung ‘—:1’ < g < 1 fiir alle n > N nicht durch

a

An+1

| < 1 fir alle n > N ersetzen kann.

die schwéchere Bedingung

31. Zeigen Sie, dafl das Quotientenkriterium nur hinreichend, aber nicht
notwendig fiir die absolute Konvergenz einer Reihe ist.

32. Beweisen Sie, daf8 die Reithe 1 +1/3+1/5+1/7+ --- divergent ist.

33. Man zeige: gilt a, > 0 fiir alle n > 1 und ist ) ;- a; divergent, so

divergiert auch 777, $—.

34. Man beweise das Wurzelkriterium:

(i) Gibt es ein g € (0,1) und ein N € N, so da} {/|a,| < ¢ fiir n > N ist,
so ist Y p |ax| konvergent.

(ii) Gilt {/|an| > 1 fiir unendlich viele n € N, so ist >~ ; ai divergent.

35. Eine konvergente Reihe Y27 aj heifit unbedingt konvergent, wenn jede
Umordnung Y 2, aq (k) derselben, wobei o : N — N eine bijektive Abbildung
ist, ebenfalls konvergent ist und dieselbe Summe wie Y 7 | ai besitzt.

(i) Geben Sie ein Beispiel einer Reihe die konvergent, aber nicht unbedingt
konvergent ist.

(ii) Beweisen Sie den Satz von Dirichlet: FEine Zahlenreihe ist genau
dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut konvergent ist.

36. Beweisen Sie den Satz von Riemann: Ist eine Reihe reeller Zahlen
konvergent aber micht absolut konvergent, so gibt es zu jedem r € R eine
Umordnung der Reihe, die x als Summe hat. Ferner gibt es Umordnungen
die gegen oo bzw. —oo divergieren.

37. (i) Beweisen Sie daf die Funktion f : (0,1) — R mit f(z) = sin (1)
keinen Grenzwert in g = 0 besitzt.
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(ii) Man beweise dafi Dirichlet’s Funktion f : R — R mit

)1 fir z€Q,
f(x)‘_{o fir zeR\Q,

in keinem Punkt xy € R einen Grenzwert besitzt.

38. Beweisen Sie, daf§ jede stetige Funktion f : [0,1] — [0, 1] mindestens
einen Fixpunkt hat, d.h. es gibt z* € [0, 1] mit f(z*) = z*.

39. (i) Sei f : [0,1] — R eine stetige Funktion mit f(z) > 0 fiir alle z € [0, 1].
Beweisen Sie, daB es ein € > 0 gibt, so dafl f(z) > ¢ fir alle € [0, 1].

(ii) Sei f :[0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = 0. Falls f(x) # 1
fir alle z € [0, 1], beweisen Sie, daf f(x) < 1 fiir alle z € [0, 1].

40. Finden Sie eine Funktion f : R — R die unstetig ist, aber dennoch
Intervalle auf Intervalle abbildet.

41. (i) Sei f : [0,1] — R monoton. Man beweise, dass die Menge der Un-
stetigkeitstellen von f leer, endlich oder, falls unendlich, als Folge geschrieben
werden kann.

(ii) Sei {an}n>1 eine Folge mit a,, € [0,1] fir alle n > 1. Beweisen Sie,
dass f:[0,1] = [0,1] mit f(2) = > g1 0, <a) 27%=1 eine monotone Funktion
ist, dessen Menge der Unstetigkeitsstellen genau {a, },>1 ist'.

42. Untersuchen Sie folgende Funktionen jeweils hinsichtlich Differenzier-
barkeit und berechnen Sie gegebenenfalls die Ableitung:

(i) f:(0,00) = R, f(z) = 337 -
(ii) g : R = R, g(z) = 2'/3 (also die Umkehrfunktion von z — z?).

43. Es sei f : R — R definiert durch
22 -sin(2) falls z # 0
fla) = ) ko7
0 falls x = 0.
Zeigen Sie, dafl f auf R differenzierbar ist. Ist f': R — R stetig?

44. Seia > 0 und p : R — R die Polynomfunktion p(z) = z* — 4ax3.
Untersuchen Sie p beziiglich Monotonie und Extrema in Abhéngigkeit vom
Parameter a.

45. Die Funktion f : R — R sei definiert durch

32242z firxz<1
f(z) = i}
8&r —3 fir x > 1.

Zeigen Sie, daf} die Funktion f differenzierbar auf R ist. Bestimmen Sie die
lokalen Extrema und untersuchen Sie die Monotonieeigenschaften. Gibt es
ein globales Minimum bzw. Maximum? Ist f zweimal differenzierbar auf R?

nsbesondere kann Q N [0,1] die Menge der Unstetigkeitsstellen einer Funktion f :
[0,1] — R sein. Man kann beweisen, dafl es keine Funktion f : [0,1] — R gibt, dessen
Menge der Unstetigkeitsstellen gleich mit (R \ Q) N [0, 1] ist.
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46. Sei I C R ein offenes Intervall. Man beweise fiir f,g € C™(I) die
Leibnizsche Regel

n

D'(fg)=3. (’,;‘) D™k f . Dhy.

k=0

47. Eine Funktion f : R — R heifit gerade, wenn f(—z) = f(x) fir alle
x € R gilt, und ungerade, falls f — (z) = —f(z) fiir alle x € R gilt. Man
beweise: ist f differenzierbar und gerade (bzw. ungerade), so ist f/ : R — R
ungerade (bzw. gerade).

48. Sei [ : (a,b) — R an der Stelle z € (a,b) differenzierbar. Man zeige:
h) — —h

h—0 2h

49. Seien a < b reelle Zahlen. Beweisen Sie, dafl falls f : (a,b) — R
wachsend und differenzierbar ist, so gilt f'(z) > 0 fiir alle 2 € (a,b). Falls f
streng wachsend ist, gilt f/(x) > 0 fiir alle = € (a, b)?

50. Seien a < b reelle Zahlen. Man finde den (eindeutig bestimmten) Punkt
zo € R fiir den die durch f(z) = |z — a| + |z — b| bestimmte Funktion
f R — R den kleinsten Wert hat.

51. Beweisen Sie, dafl unter allen Dreiecken gegebenen Fliacheninhalts das
gleichseitige Dreieck den kleinsten Umfang hat.

52. Seien a < breelle Zahlen. Beweisen Sie, daf falls f : (a,b) — R stetig ist,
und alle Punkte xo € (a, b) lokale Maximierer von f sind, dann ist f konstant
auf (a,b). Gilt diese Aussage auch ohne der Stetigkeitsvoraussetzung?

53. Sei f : R — R differenzierbar. Falls es keinen Punkt xg € [0, 1] gibt mit
f(zo) = f'(zo) = 0, beweisen Sie, dass die Menge {z € [0,1] : f(z) = 0}
keine oder endlich viele Punkte hat.

54. Sei y : (1,4) — (1,4) eine surjektive und zweimal differenzierbare
Funktion mit y/(x)y"(z) # 0 fiir alle z € (1,4).

(i) Beweisen Sie, daf§ die Umkehrfunktion z : (1,4) — (1,4) existiert und
zweimal differenzierbar ist.

(ii) Die Formel y/'(z) = x,%y) ist bekannt. Man zeige, dafl y"(z) = x,,l(y)

nur fiir y(z) = % gilt?,

55. Veranschaulicht 148t sich der Mittelwertsatz geometrisch so deuten:
falls f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar ist, gibt es ein 6 €
(a,b) fir den die Tangente zum Graphen G(f) von f durch den Punkt
(0, f(0)) parallel zur Sekante L durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))

2 Hinweis: Sei f(z) =y (x). Dann gilt ¥ (z) = %-f und =" (y) = diy(%) = 7% . %, o)

da f < 0 und j—z = +1 fiir g = 2¢/—f. Dabher ist G(y) = g(y) F y eine Konstante a € R,

dh. f(y) = —(azxy)?/4und ' (y) = ﬁ = —<aﬁy)2 = % (ﬁ) Aus % (x(y)—ﬁ) =0
folgt nun, dal 2(y) = - + b fiir ein b € R. Berechne nun linln+ z(y) und lir}f z(y).
y— y—d—

vFa
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=, 1(1))

0 6 x

FiGUurRE 1. Zur geometrischen Deutung des Mittwelwert-
satzes von Lagrange siehe Aufgabe 55.

ist. Betrachtet man die Figur 1, so bekommt man den Eindruck, dafl die
Tangente zu G(f) durch den am enferntsten Punkt von L zu L parallel ist.
Beweisen Sie diese Aussage®.

56. Man berechne: (i) lim tan(z), (ii) lim cos(@)—1

x—=0 z—0 z

57. Man berechne: (i) alcgr[l) %W, (ii) lim 2212:2

58. Sei f: (0,00) = R durch f(z) = loim gegeben. Man finde lin% f(z) und
T—
li_>m f(z) und man bestimme das Montonieverhalten von f. Welche Zahl

ist groBer: 7° oder ™7

59. Sei f : (0,00) — R differenzierbar. Man zeige*, daB f(zy) = f(z)+ f(y)
fiir alle z,y € (0,00), falls f(1) = 0 und f'(z) = L fiir alle z > 0.

60. Der Satz von I’Hospital besagt dafl L = lim £@) fals es xg > 0 gibt, so

z—y00 9(2)
dal f,g : (zo,00) — R differenzierbar sind und ILm flz) = ILm g(x) =0

als auch lim £ ,/(x)
00 9'(@)

= L erfiillen, unter der Voraussetzung, dafl ¢'(x) # 0
fiir alle > x. Uberzeugen Sie sich anhand des Beispiels f(z) = z +
sin(z) cos(z), g(z) = f(z)e™®) daB die letzte Voraussetzung wesentlich sein

kann.

61. Man berechne lim x*.
z—0+

3 Hinweis: Fiir A, B, C € R mit A? + B? > 0 ist die Distanz von (xo,y0) € R? zu der
Geraden {(z,y) € R*: Ay+ Bz +C = 0} durch die Formel |Ayo+ Bao+C| gegeben. Zeigen

e
Sie, daB L := {(z,y) € R?*: a <z <b, (b—a)y— [f(b) — f(a)]z + af(b) — bf(a) = 0}.

4Hinweis: Fiir z > 0 fix, definiere g(y) = f(zy) und berechne ¢'(y).
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62. Die Kettenregel besagt, dafi falls die Funktion f : (0,1) — (0,1) in
xo € (0,1) differenzierbar ist, und die Funktion g : (0,1) — R in f(zo) €
(0,1) differenzierbar ist, dann ist die zusammengesetzte Funktion go f in xg
differenzierbar und (go f)' (xo) = ¢'(f(x0)) - f'(x0). Erklaren Sie, warum der
9(f(2))=9(f(z0) _

folgende “Beweis” der Kettenregel nicht giiltig ist: lim < pra
T—x0 0

= lim AUl b)) SOIE0) — g1( f(a0)) - f' (o).

T—x0 f(:E)—f($0

63. Man zeige, dafl die Funktion

0, <0,
der Klasse C*(R) ist, mit D*f(0) = 0 fiir alle k > 0.

fZR*)R, f(l‘):{el/x’ -’B>07

64. Man zeige, da8 die Funktion f,,(z) = 23 — 3z + m fiir keine Werte des
Parameters m € R zwei Wurzeln im Intervall [0, 1] haben kann.

65. Man zeige, dafl es genau zwei Werte von x € R mit f(z) = 0 gibt, fiir
die Funktion f(z) = 22 — cos(x). Man beweise zusitzlich, dal diese Werte
im Intervall [-7, 7] liegen.

66. Man definiert die Hyperbelfunktionen (hyperbolischer Sinus und Cosi-
nus, bzw.) folgendermafen:

t_ ot t ot
sinh(t) = c 26 und cosh(t) = c —;e , teR.
(i) Man beweise die Reihenentwicklungen
42k 0 42k+1
COSh(t) = kz_o w und Slnh(t) = kz_o m y t e R,

und man zeige, dafl beide Funktionen der Klasse C*°(R) sind, mit cosh’(¢) =
sinh(¢) und sinh’(¢) = cosh(¢) fiir alle ¢t € R.

(ii) Man zeige, daf sinh : R — R bijektiv ist, und man berechne die
Ableitung der inversen Funktion, unter Riicksicht der Identitét

cosh?(y) — sinh?(y) = 1, yeR.

Durch berechnen der Ableitung der Funktion z — log(v/1 + 22 4+ z) auf R,
versuchen Sie, eine explizite Formel fiir die Inverse zu finden.

(iii) Man zeige, daB cosh : [0, 00) — [1, 00) bijektiv ist, und man finde die
inverse Funktion indem man mit Hilfe einer Substitution die Wurzel eines
quadratischen Polynoms in [1, c0) sucht.

67. Man zeige®, daB falls die Funktion f : R — R zweimal differenzier-
bar ist, mit f(0) = 0, f(1) = 1 und f(0) = f’(1) = 0, dann gibt es
ein zg € [0,1] mit |f”(zo)| > 4. Intuitiv: ein Partikel, dessen geradlinige
Bewegung die Einheitsentfernung in einem Zeiteinheitsintervall durchlauft,
mit Nullgeschwindigkeit am Anfang und am Ende, mufl irgendwann eine
Beschleunigung haben, die mindestens 4 Einheiten grof ist.

5Hinweis: Betrachte die Funktion F(z) = f(z) — z2(z — 1)2.



