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1. Ubungsblatt fiir die Woche vom 4. bis 8. Miirz 2019

AUFGABE 1.1. (a) Wiederhole die Definition eines geordneten Korpers.

(b) Gib zwei Beispiele geordneter Korper an.

(c) Erklire, warum Quadrate in geordneten Korpern stets grofier oder gleich 0 sind.

(d) Erklare, warum in jedem geordneten Korper —1 < 0 < 1 gilt.

(e) Erkldare, warum auf den komplexen Zahlen C keine Ordnungsrelation existiert, die C zu
einem geordneten Korper macht.
AUFGABE 1.2. Sei K ein Kérper und P C K eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(i) P is abgeschlossen unter Addition, d.h. fiir beliebige =,y € P gilt stets z +y € P.
(ii) P ist abgeschlossen unter Multiplikation, d.h. fiir beliebige x,y € P gilt stets xy € P.
(iii) Es gilt PU(—P) = K und PN (—P) = {0}, wobei —P := {—z : z € P}.

Zeige, dass K mit der Relation
r<y & y—xekP
einen geordneten Korper bildet, z,y € K.

AUFGABE 1.3. Unter einer strengen Totalordnung auf einer Menge X verstehen wir eine
transitive Relation < auf X, die folgende Eigenschaft (Trichotomie) besitzt. Fiir je zwei
Elemente x,y € X tritt genau einer (und nur einer) der folgenden drei Félle ein:

entweder z < y oder x =y oder y < x.
(a) Sei < eine Totalordnung auf X. Zeige, dass durch
r<y &= x<yANzF#y

eine strenge Totalordnung auf X definiert ist.
(b) Sei < eine strenge Totalordnung auf X. Zeige, dass durch

r<y & z<yVr=y
eine Totalordnung < auf X definiert ist.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 1.4. Seien K und L zwei Korper. Eine Abbildung ¢: K — L wird Koérperho-
momorphismus genannt, wenn fiir alle z,y € K folgende drei Gleichungen gelten:
(a) o(z +y) = p(x) + ¢(y)
(b) w(ry) = ¢(z)e(y)

(c) (1) #0

Zeige, dass in diesem Fall fiir alle x € K weiters gilt:
(d) ¢(0) =0

(e) p(—z) = —p(x)

(f) »(1) =1

(g) Ist x # 0, dann auch p(z) # 0 und (z7') = p(x)~!

AUFGABE 1.5. Sei p: R — R ein Kérperhomomorphismus. Zeige der Reihe nach:

(a) Vn € N : ¢(n) = n. Hinweis: Induktion nach n

(b) Vm € Z : o(m) =m

) VgeQ:(g) =gq

(d)VzeR:x2>0= p(r) >0. Hinweis: 1 >0 Iy e R:y? = .

) Vo, y e Rz >y = ¢(x) > o(y)

) Vo € R : p(z) = z. Hinweis: Wéren ¢(x) und = verschieden, ldge eine rationale Zahl
zwischen ihnen.
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Die identische Abbildung ist daher der einzige Kérperhomomorphismus R — R.

AUFGABE 1.6. Gib einen nicht-trivialen Kérperhomomorphismus C — C an, d.h. einen
Korperhomomorphismus, der verschieden von der identischen Abbildung ist.
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