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12. Ubungsblatt fiir die Woche vom 3. bis 7. Juni 2019
AUFGABE 12.1. Beweise mit Hilfe der Abbildung die Additionstheoreme
cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3
sin(a + ) = cos asin B + sin a cos

fiir den Fall, dass die Winkel «, 8, a + ( alle zwischen 0° und 90° liegen. Hinweis: Driicke die

D

O A B

Liangen der Strecken zwischen markierten Punkten mittels Winkelfunktionen aus.
AUFGABE 12.2.
(a) Fiir jedes n € N und jeden Winkel « zeige
cos((n+ 1)a) = 2 cos(a) cos(na) — cos((n — 1)a).

Hinweis: Wende das Additionstheorem auf cos((n + 1)a) und cos((n — 1)a) an.

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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(b) Verwende (a), um folgende Formeln zu iiberpriifen:
cos(2a) = 2cos? o — 1
cos(3a) = 4 cos® o — 3 cos
cos(4a) = 8cos* v — 8 cos? a + 1
cos(5a) = 16 cos” a — 20 cos® o + 5 cos

(c) Zeige mit Hilfe der letzten Formel in (b), dass

10+ 25

18° =
Ccos 1

Hinweis: cos(5 - 18°) = 0.

AUFGABE 12.3. Sei ABC' ein Dreieck mit Seitenlingen a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB|
und Winkeln a = <CAB, = <ABC, v = <BCA. Erklédre, wie mit Hilfe trigonometrischer
Formeln aus drei der Gréflen a, b, ¢, o, 3, v die restlichen berechnet werden kénnen. Diskutiere
dabei jeden der Fille: SSS, SWS, WSW, SWW, SSW. In einem dieser Fille ist das Dreieck
i.A. nicht eindeutig bestimmt, wie spiegelt sich dies bei der Berechnung mit trigonometrischen
Formeln wider? Im SSS-Fall diirfen die Seitenldngen nicht beliebig sein, wo geht dies bei
der Berechnung der anderen Gréflen ein? Was kann im W:W:W Fall {iber die Seitenldngen
ausgesagt (berechnet) werden?

AUFGABE 12.4 (Satz von Napoleon). Werden iiber jeder Seite eines Dreiecks ABC' au-
Ben gleichseitige Dreiecke errichtet, dann bilden ihre Mittelpunkte selbst ein gleichseitiges
Dreieck. Beweise diesen Satz trigonometrisch wie folgt:

(a) Zeige b/2 = zcos30°, ¢/2 = ycos 30° und

s2 =y + 2% — 2yzcos(30° + a + 30°).
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(b) SchlieBe daraus y = ¢/v/3, z = b/+/3 und
352 = b + 2 — becosa + V3besin .

(c) Erklédre, wie daraus folgt:

a? + b% + 2 sin a
352 = % + V/3abe .
a

(d) Erklare, warum auch folgende Relationen gelten:

2 4 p2 2 :

3s; = % + \/gabcsngﬁ
2 4 p2 2 :

242 — a4+ 0°+c n \/gabcsm’y

¢ 2 c
(e) Wie folgt daraus s, = s, = s.?

AUFGABE 12.5.
(a) Seien A, B,C drei 2 x 2-Matrizen. Zeige (A + B)C' = AC + BC und A(BC) = (AB)C

ohne die Summenschreibweise zu verwenden.

(b) Seien nun
3 5 2 —4 1 -1
A—(2 4), B_<O 2) und C—<1 1).

Berechne (A + B)C, AC + BC, (AB)C und A(BC) direkt, d.h. ohne Zuhilfenahme der
Rechenregel in (a).
(c) Berechne A~! und gib eine 2 x 2-Matrix X an, fiir die AX = B gilt.

AUFGABE 12.6. Betrachte die affinen Abbildungen
i 2 2 T L 5 3 T 3 o 51’1 —+ 31}2 + 3
o R R 90(:1:2) '_(2 1) (x2)+(1)_(2x1+x2+1 und
2 2 1\ . (2 =T\ [ 2\  (2x—Txa+2
vrsr ()= (15 () 6) - (505)

(a) Gib die Komposition 1 o ¢: R? — R? in derselben Form an.
(b) Gib die Umkehrabbildung ¢~': R? — R? in derselben Form an.

(c) Berechne ¢ <_3 4).

(d) Bestimme einen Punkt P € R? mit p(P) = (g)

AUFGABE 12.7. (a) Bestimme eine affine Abbildung ¢: R* — R? ¢(z) = Ax + b, mit

f(0)=(5) ob)=(0) e o(5)=(7)

(b) Beziiglich eines affinen Koordinatensystems haben die Punkte P, @, R, S Koordinaten

wr)=(3). w@=(3). wm=(i). «s-(3)
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Beziiglich eines weiteren affinen Koordinatensystems haben P, (), R Koordinaten

v =(3). d@=(3). «w=(T))

Bestimme die Koordinaten 2/(.5). Hinweis: Es existiert eine affine Abbildung ¢: R? — R?,
sodass 2'(Z) = p(x(Z)) fiir alle Punkte Z gilt.

AUFGABE 12.8.

a) Gib die Spiegelung an der Achse ) r1 — x9 = 3 ¢ in der Form o(x) = Ax + b an.
x

2
(b) Gib die Spiegelung an der Achse { (il) txy = 2} in der Form ¢'(z) = Az + V' an.
2

(c) Zeige, dass die Komposition p = ¢’ oo eine Rotation ist und bestimme ihr Zentrum sowie
ihren Drehwinkel.

Losungshinweise
ZU AUFGABE 12.1. Aus der Skizze lesen wir ab:
|OC| = |OD|cos f = cos 3,
|CD| = |OD]|sin 8 = sin 3,
|DE| = |CD|cosa = cosasin f3,
|AE| = |BC| = |OC|sina = sina cos j3,
|OB| = |OC| cos o = cos a cos f3,
|AB| = |EC| = |C'D|sina = sin asin S.
Somit;:
cos(a+ ) = |OA| = |OB| — |AB| = cosacos § — sin asin 3,
sin(aw + B) = |AD| = |DE| + |AE| = cos asin § + sin « cos .
ZU AUFGABE 12.2. (a) Aus dem Additionstheorem des Kosinus folgt:
cos((n + 1)a) = cos(na) cos a — sin(na) sin «
cos((n — 1)a) = cos(na) cos a + sin(na) sin «

Addition der beiden Gleichungen liefert die gesuchte Rekursionsformel.
(b) Aus der Doppelwinkelformel fiir den Kosinus erhalten wir

cos(2a) = cos? a — sin® a = cos® @ — (1 — cos® a) = 2cos® a — 1.
Kombinieren wir dies mit der Formel in (a) folgt

cos(3a) = 2 cos o cos(2a) — cos «
=2cosa(2cos’a — 1) — cosa
=4cos’a — 3cosa.
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Zweifaches Anwenden der Doppelwinkelformel des Kosinus fiithrt auf
cos(4a) = 2 cos?(2a) — 1
=2(2cos’a —1)? -1
=2(4cos*a —4cos’a+1)—1
=8cos’a — 8cos? o + 1.
Mit der Formel in (a) erhalten wir schliefllich
cos(ha) = 2 cos v cos(4dar) — cos(3a)
=2cosa(8cos* a —8cos’a + 1) — (4cos® a — 3cosa)
= 16 cos” o — 20 cos® a + 5 cos .
(c) Setzen wir z := cos 18°, dann gilt wegen der Formel in (b)
0 = cos90° = cos(5 - 18°) = 16 cos” 18° — 20 cos® 18° + 5cos 18° = 162° — 202° + 52
und somit auch
162" — 202 +5 =0,
denn z # 0. Losen dieser Gleichung fithrt auf
10+ 2v/5
—

Da \/§/2 = cos 30° < cos 18° muss cos 18° = —VIOIQ\/E gelten.

cos 18° = 4+

7ZU AUFGABE 12.3. SSS: Es sind also die Seitenldngen a, b, ¢ gegeben und wir wollen die
Winkel a, 5, v bestimmen. Das Dreieck kann nur existieren, wenn die Dreiecksungleichungen
gelten. Die Dreiecksungleichungen a < b+ ¢ und b < ¢+ a sind zu
rre—a
- 2bc -
dquivalent. In diesem Fall existiert daher ein (eindeutiger) Winkel 0 < o < 180° mit

b2 + % — a?
2bc
Nach dem Kosinussatz ist dies der Winkel bei A. Analog lassen sich die anderen Winkel
berechnen, vorausgesetzt es ist auch die dritte Dreiecksungleichung ¢ < a + b erfiillt.

SWS: Mit dem Kosinussatz kann die dritte Seite berechnet werden, womit das Problem
auf SSS zuriickgefiihrt ist.

WSW und SWW: Das Dreieck kann nur existieren, wenn die Summe der beiden gegebenen
Winkel kleiner als 180° ist. Mittels o + 8 + 7 = 180° berechnen wir zunéchst den dritten
Winkel und dann mit dem Sinussatz die verbleibenden beiden Seiten.

SSW: Seien also a,b,a gegeben. Wir betrachten zunéchst den Fall > 90°. Da dem
grofleren Winkel die groflere Seite gegeniiberliegt, kann das Dreieck nur existieren, wenn
a > b. In diesem Fall gilt 0 < gsina < 1, also existiert genau ein Winkel 0 < 8 < 90° mit
sin 3 = gsin a. Nach dem Sinussatz ist dies der Winkel bei B. Nun zum Fall 0 < o < 90°.
Ein Dreieck kann nur existieren, wenn a > bsin« ist. In diesem Fall existieren (i.A. zwei)

Winkel 0 < 8 < 180° mit sin = gsin a. Ist a < b erhalten wir zwei Dreiecke. Ist a > b
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muss auch [ spitz sein und wir erhalten nur ein Dreieck. In beiden Féllen ist das Problem
damit auf SWW zuriickgefiihrt.

W:W:W: Sind die drei Winkel gegeben, konnen mit dem Sinussatz die Verhéltnisse a/b,
b/c und c/a berechnet werden. Damit sind die Dreiecksseiten bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt.

ZU AUFGABE 12.4. (a) Die ersten beiden Gleichungen folgen aus <M,AC = 30° =
<M .AB, die dritte ist der Kosinussatz im Dreieck M,AM, bei A.

(b) Da cos30° = v/3/2 = sin60° und cos60° = 1/2 folgt dies aus (a) mit Hilfe des
Additionstheorems cos(a + 60°) = cos a cos 60° — sin o sin 60°.

(¢) Folgt durch Kombination von (b) mit dem Kosinussatz a? = b? + ¢ — 2bc cos a.

(d) Analog, bzw. durch Umbenennen der Eckpunkte A, B, C.

(e) Wegen des Sinussatzes: *2% = SH;B = =1,

ZU AUFGABE 12.5. (a)
(A + B)C’ _ @11 A2 + bi1 bia C11 C12
Q21 A22 ba1 Do Ca1 C22
_ (o +0bi1 a2+ by €11 C12
ag1 + bar  age + bao &)
_ (a1 + bi1)ern + (agn + b12)021 (
(a9 + bay)cir + (agg + bag)ear  (

Q12 C11 C12 + bii b2 C11 C12
22 Co1  C22 ba1 Do C21 C22

a11€11 + G12C21  G11C12 + G12022> (511011 + biacar biicia + 512022)

a1 + bi1)ciz + (arg + bi2)con
as1 + bar)cra + (age + bag)con

AC + BC

21C11 + G22C21  G21C12 + A22C22 baicin 4 baacar  barcia + baacao

~[aqicin + ajacor + biiciy + biacar  aniciz + aracae + biicia 4 biaca
a21C11 + A22C21 + barc1n 4 baacar  ag1c12 + agacag + barcia + baacao

Wir sehen daher, dass die Eintragungen von (A + B)C mit den Eintragungen von AC + BC
iirbereinstimmen, i.W. wegen des Distributivgesetzes in R.

(AB)C _ 11 a2 b1 b2 C11 C12
Q21 Q22 ba1 Do Co1 C22
a11011 + ai2bar  ajibie + a12b22> (Cn 012)

a21011 4 agebar  ag1bia + ageba Co1  C22

(a11b11 + aiabor)crr + (@11bia + ar2bae)car  (a11b11 + aiabor)crz + (a11b1a + ai2beg)can
(a21b11 + agabor)cin + (a1bia + agabas)cor  (ag1biy + agbor)cia + (a21bia + agabas)can

A(BC) _ Q11 A12 b1 b2 Ci1 C12
Q21 A22 ba1 Do Co1  C22
(an G12) (511011 + biaca1 bricig + 512022)

Qo1 Q22 baici1 4 baacar  baicia + bagca

ar1(briciy + biacar) + ara(barcin + baacar)  agn(biicia + biacas) + aia(barcra + baacan)
ag1(br1c11 4 biacar) + aga(barcin + baacar)  asr(bricia + biacas) + age(barcra + baacan)
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Wir sehen daher, dass die Eintragungen von (AB)C mit den Eintragungen von A(BC')
tirbereinstimmen, i.W. wegen der Assoziativ- und Distributivgesetze in R.

(b)
é) (A+ B)C = (g _44)

: (22 ) AC + BC = (S _44)
(
(
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1_ _ _A-lp
A _3-4—2-5<—2 3) (—1 3/2>’ X=A4"8 (—2 7)'
ZU AUFGABE 12. 6 (a) Ist p(z) = Az + b und ¥(z) = Az + b dann gilt (¥ o p)(z) =
A'(Az +b) + b = (AA)x + (A'b+ V), siehe Vorlesung. Wir haben

A,A_( >< 3 2 :) und A/b+b’—(? :g)(i))*@—(i)

also

x 4 1\ [z 1 Az — 19+ 1
veesm o wea (1) = (5 ) () + () = (G5t

(b) Ist p(z) = Az + b und A invertierbar, dann gilt ¢~ '(z) = A~z — A~'D, siehe
Vorlesung. Wir haben

(35 m = (G )0
crmar o (n)= (3 3 (o
A(5) -G D) 0)-
pee(5) - (0 ) 0 ()= ()= (4

also



Zu AUFGABE 12.7. (a) Schreiben wir A = (an am) und b = (Z ) dann soll gelten:
2

Q21 (22
12 (a1 a2 1 + bl (a1 + a2 + bl
9 ) \aa ax 1 by)  \as1 +axn+0by)’
15 (a1 a2 1 + bl (a1 + 2@12 + b1
10 o o1 QA92 2 bg o as1 + 2&22 + bg ’
10 (a1 a2 —1 + b1 [ —a1n + 3@12 + b1
7 o 21 A929 3 bg o —Qa21 + 3@22 + bQ '

Dies fiihrt auf zwei lineare Gleichungssysteme in je drei Variablen:

a11—|—a12+b1:12 a21+a22+b2:9
a1 + 20,12 -+ b1 =15 ao1 + 2@22 —+ bg =10
—ay] + 3CL12 -+ bl =10 —agy + 3&22 + b2 =7

Wir erhalten ajl = 4, 19 = 3, bl =5 und 91 = 2, 99 = 1, b2 = 6, also

4 3 5
a=(1) o= ()
und daher
. 2 2 1\ _ (4 3\ [ 5\  [(4x1+3x92+5
v: R — R 90(@)—(2 1) (x2>+(6)—<2$1+x2+6).

(b) Aus der Vorlesung wissen wir, dass eine affine Abbildung ¢: R?* — R? existiert, sodass
(7)) = p(x(Z)), fiir alle Z € £. Schreiben wir p(x) = Az + b mit A = (all al?) und

Q21 A2

= ( ) dann muss gelten:

3 (a1 Q12 2 + b1 2&11 + 3(112 + bl

6 o a1 Q922 3 bg 2&21 + 3&22 + bg

4\ fan a2 (3 n by 3ay; + 2a12 + by

4] \aa an) \2 ba 3ag; + 2a99 + by
=1\  f(ann a2 1 i b1\ [(an+a+b
-1} \an axn)\1 by ) \ag1 + age + by

Wie in (a) erhalten wir
2 1 —4
= (13) 0= (3)

und daher

L2 2 r1\ 2 1 T —4 . 2x1+x2—4
p: R =R, ¢<x2>_(1 3) (x2)+<—5>_(x1+3x2—5 ‘

Damit nun



ZU AUFGABE 12.8. (a) Aus der Vorlesung wissen wir, dass sich diese Spiegelung in der
Form o(z) = x — 2(n,x — a)n schreiben ldsst, wobei a ein Punkt der Spiegelungsachse und

(- () (50 ()
N () -0 o) )+ (3)

A= <(1) é) wd b= (_33)
(b) Wie in (a) erhalten wir mit n’ — (é) und @ = (g) sofort
7 (5) = () -2((0)-(2)- 6)) )
(-0 ) 3)+6)
Daher o'(x) = Az + ¥/ mit

, _(—1 0 ;o 4
A_<O 1) und b—<0>.

(c) Fiir die Komposition p = ¢’ o ¢ erhalten wir p(z) = (0’ o 0)(z) = A/ (Ax +b) + b =
(AA)x + (Ab+b) = A"z + 1" mit

v ua_ (=1 0y /0 1)} (0 —1\ [cos90° —sin90°
A'_AA_(O 1)(1 0)_(1 O)_(sin90O cos90°)’

e () (3)+()- ()

Beachte, dass A” die Rotationsmatrix mit Drehwinkel 90° ist. Fiir den Schnittpunkt der

n ein normierter Normalvektor ist. Mit n = -4 (_11> und a = <8> erhalten wir

Spiegelungsachsen, m = <_21), gilt p(m) = m. Somit A”m+b" = m, also p(x) = A"z +V" =

A"(x —m) + m. Dies zeigt, dass p eine Drehung um den Winkel 90° mit Zentrum m ist.
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