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9. Ubungsblatt fiir die Woche vom 13. bis 17. Mai 2019

AUFGABE 9.1. (a) Seien A, B, C drei verschiedene Punkte auf einer Geraden mit Teil-
verhéltnis gg = 3. Berechne dle Teilverhéltnisse gi, gg, g]j, ég und BA
(b) Seien A, B, C' drei verschiedene Punkte einer Geraden. Zeige

AB BC CA

BC CA AB

AUFGABE 9.2 (Goldener Schnitt). Sei AC' eine Strecke und B ein Punkt im Inneren, der
die Strecke im goldenen Schnitt teilt, d.h. es gelte ;gg{ ;ig{ Berechne die Teilverhéltnisse

gg nd CA . Welche der Strecken AB und BC' ist die ldngere?

AUFGABE 9.3. Seien A, B, C' drei Punkte auf einer Geraden und sei O ein weiterer Punkt
auf dieser Geraden, der verschieden von A, B und C ist. Zeige

AO BO CO

OB 0OC O0OA

Hinweis: Zeige zunéchst, dass die Absolutbetrige beider Seiten iibereinstimmen und fiihre

anschlieend eine geeignete Fallunterscheidung durch, um auch das Vorzeichen zu iiberpriifen.

= 1.

=—1.

AUFGABE 9.4. Sei AC eine Strecke und p, ¢ > 0. Weiters seien A’, C' auf verschiedenen
Seiten von g(A,C) so, dass g(A, A")||g(C,C"), |AA'| = p und |CC’| = q. Bezeichne B den
Schnittpunkt von g(A, C) und g(A',C"). Zeige 42 = E. Welches Teilverhéltnis erhalten wir,
wenn A’ und C” auf derselben Seite von g(A, C) liegen?

AUFGABE 9.5 (Satz von Desargues). Seien a, b, ¢ drei verschiedene Geraden, die sich in
einem Punkt O schneiden. Weiters seien A, A’ € a\{O}, B, B’ € b\ {O} und C,C" € ¢\ {O}
so, dass g(A, B)||lg(A’, B") und g(B, C)||g(B’, C"). Zeige, dass dann auch g(C, A) und g(C’, A’)

parallel sind. Hinweis: Verwende den orientierten Strahlensatz.

AUFGABE 9.6 (Satz von Pappos). Seien g und ¢’ zwei verschiedene Geraden, die sich
in einem Punkt O schneiden. Weiters seien A, B,C € g\ {O} und A’, B’,C" € ¢’ \ {O} so,
dass g(A, B')||g(B, A’) und g(B,C")||g(C, B"). Zeige, dass dann auch ¢g(C, A’) und g(A, C")
parallel sind. Hinweis: Verwende den orientierten Strahlensatz und Aufgabe [9.3]

Beispiele unter http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/Geometrie.32019.html
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AUFGABE 9.7 (Hohenschnittpunkt mittels Satz von Ceva). Zeige mit Hilfe des Satzes
von Ceva, dass sich die drei Hohen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden. Hinweis: Sei
ABC ein Dreieck und bezeichne die Fulpunkte der Hohen mit H,, H, und H.. Zeige, dass
die Dreiecke AH,B und AH.C' &hnlich sind und schliee 47t = 14521 Leite zwei weitere
analoge Relationen her und verwende den Satz von Ceva.

AUFGABE 9.8 (Inkreismittelpunkt mittels Satz von Ceva). Zeige mit Hilfe des Satzes
von Ceva, dass sich die drei Winkelsymmetralen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.
Hinweis: Verwende den Winkelhalbierendensatz, sieche Aufgabe 8.5.

AUFGABE 9.9 (Odoms Konstruktion des goldenden Schnitts). Seien A und B die Mittel-
punkte zweier Seiten eines gleichseitigen Dreiecks, und bezeichne C' jenen Schnittpunkt der

Geraden g(A, B) mit dem Umkreis des Dreiecks, fiir den A x B * C gilt. Zeige, dass B die

Strecke AC' im goldenen Schnitt teilt, d.h. zeige, dass IAB| _ |c4| gilt. Hinweis: Verwende

|BC| — 14B|
den Sehnensatz aus Aufgabe 7.3.

AUFGABE 9.10 (Goldenes Dreieck). Teile X die Strecke AB im goldenen Schnitt, d.h. X
liege im Inneren von AB und |§)é,|| ||f;‘ Sei C' ein weiterer Punkt mit |[AB| = |AC| und
|BC| = |AX|. Zeige, dass die Dreiecke ABC und C'BX ahnlich sind und schliefe daraus

4<BCA =<ABC =2<CAB
sowie h<<CAB = 2R und 5<<ABC = 4R.

Loésungshinweise

ZU AUFGABE 9.1. a) Mit Lemma 2.1.8 erhalten wir sofort:

AB_, BC_ 1 cA_ 4
BC CA 4’ AB 3’
CB_1 ic__, BA_ 3
BA 3 CB ’ AC 4
b) Setzen wir x := gg, S0 ist BC :1:171 und % = %‘1 nach Lemma 2.1.8, also
AB BC CA 1 —r—1
BC CA AB " i1 . ©
Alternativ folgt fiir den Absolutbetrag zunéchst
’AB'BC"C’A _’AB "BC’ .‘CA’_|AB|.|BC’|.|C’A|_1
BC CA AB BC| |CA| |AB |BC| |CA| |AB| ‘

Da genau einer der drei Punkte A, B,C' zwischen den anderen beiden liegt, ist eines der

Teilverhéltnisse gg, gg, ig positiv und die anderen beiden negativ. Somit ist ihr Produkt

positiv und wir erhalten erneut £= - 2= - =& =

ZU AUFGABE 9.2. Nach Voraussetzung 1st = ig, wobei das Vorzeichen aus Ax BxC
folgt. Bezeichnet x = dann gllt = =5 =2=1 pach Lemma 2.1.8. Dies fiihrt auf die

Gleichung 22 —z — 1 = 07 also x = %5 Da x > 1, folgt |[AB| > |BC|.
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ZU AUFGABE 9.3. Offensichtlich gilt

A0 BO CO| |AO| |BO| |CO| |AO| |BO| |CO|
OB OC OA| |0B| |oC| |0A|  |0B] |OC| |04

= 1.

Um das Vorzeichen zu iiberpriifen, unterscheiden wir zwei Félle: Liegen die Punkte A, B, C
alle auf derselben Seite von O, dann sind die drei Teilverhéltnisse gg, %, gg alle negativ.
Liegen die Punkte A, B,C nlcht auf derselben Seite von O, dann sind sind zwei dieser
Teilverhéltnisse positiv und das dritte negativ. In jedem Fall ist ihr Produkt negativ. Wir
erhalten daher

AO BO CO

OB 0OC OA

ZU AUFGABE 9.4. Aus dem Satz vom Auflenwinkel folgt A # B # C', vgl. Aufgabe 6.1.
Mit dem Strahlensatz erhalten wir daher

'AB‘ _|AB| _ |AA p

BC|  |BC| |CC' ¢

—1.

. . . . /
Aus dem orientierten Strahlensatz bekommen wir das Vorzeichen, g—g = 25 > 0, denn

B liegt zwischen A’ und C’. Somit A—B = 7—’ Alternativ léasst sich auch mit dem Satz vom

AuBlenwinkel zeigen, dass B zw1schen A und C liegen und daher 42 B > 0 gelten muss.

Liegen A’ und €’ auf derselben Seite von g(A,C), und ist p # ¢, erhalten wir analog
g—g = —g. Beachte, dass die Geraden g(A, C') und g(A’,C") genau dann parallel sind, wenn
ACC'A’ ein Parallelogramm bildet und, dass dies wiederum genau dann der Fall ist, wenn
p=|AA'| = |CC'| = q gilt, vgl. Aufgabe 6.5 und Satz 1.5.10.

Zu AUFGABE 9.5. Da g(A B)||g(A’, B) und g(B, C)Hg(B’ (") folgt aus dem orientierten

Strahlensatz 49 = 29 und 28 = % Somit auch 49 = $9 und daher g(C, A)||g(C’, A')

OA’ OB
wegen der umgekehrten Implikation im orientierten Strahlensatz.

ZU AUFGABE 9.6. Aus dem orientierten Strahlensatz folgt

OB OA oC OB
Aus Aufgabe erhalten wir
AO BO CO 'O B’O_A’O
OB OC OA OB 04 OC"

Kombination dieser Gleichungen liefert % = %. Nach der umgekehrten Implikation im
orientierten Strahlensatz sind die Geraden g(C, A’) und g(A, C") daher parallel.

ZU AUFGABE 9.7. O.B.d.A. nehmen wir an, dass keiner der Hohenfulpunkte mit ei-
nem Eckpunkt zusammenfillt. Ist ZCAB spitz, so stimmen /H,AB und Z/H.AC iiberein,
andernfalls bilden sie Scheitelwinkel. In jedem Fall haben wir /H,AB = Z/H. AC. Da die
Winkel ZAH,B und ZAH.C beide rechte sind, folgt aus dem W:W:W Ahnlichkeitssatz, dass

die beiden Dreiecke AH,B und AH.C &hnlich sind. Insbesondere erhalten wir % = %
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und analog % = % sowie % = %. Somit
AH, BH. CH,| |AH,| |BH.| |CH,| |AH,| |BH. |CH,|
HC HA H,B| |HC| |HA| |H,B| |HC| |H.A| |H,B]

_|AB,| [BHJ| |CHJ _|AB| |BC| |CA]
|AH.| [BH,| |CH,| [AC| |BA| |CB]
Ist das Dreieck ABC' spitzwinkelig, so liegen alle drei Hohenfufpunkte auf den Seiten und

die Teilverhéltnisse ‘éfcb, EHX, gHé sind daher alle positiv. Andernfalls liegen genau zwei

HohenfuBBpunkte aulerhalb der Dreiecksseiten, also sind zwei dieser Teilverhéltnisse negativ
und das dritte positiv. In jedem Fall ist das Produkt der drei Teilverhéltnisse positiv und

wir erhalten
AH, BH. CH,
HC HA H,B
Nach dem Satz von Ceva sind die drei Hohen daher konkurrent.

7ZU AUFGABE 9.8. Sei ABC' ein Dreieck und bezeichnen W, W, W, die Schnittpunkte der
Winkelsymmetralen mit den gegeniiberliegenden Seiten. Nach dem Winkelhalbierendensatz

gilt %Zék = %. Wir erhalten das Teilverhéltnis AW?/CZ’ = %, denn W, liegt im Inneren der
Seite AC'. Analog folgt jI/BVCX = ||g§|| und gVag = I‘ﬁg‘l' Somit
AW, BW. CW, |BA| |CB| |AC]|
W,C W.A W,B |BC| |CA| |AB|
Nach dem Satz von Ceva sind die drei Winkelsymmetralen daher konkurrent.

ZuU AUFGABE 9.9. Bezeichne a := |AB|, b := |BC| und ¥/ := |AC"|, wobei C’ den anderen
Schnittpunkt der Geraden g(A, B) mit dem Umkreis bezeichnet, fiir den C'* Ax B gilt. Aus
dem Strahlensatz folgt, dass A und B von den benachbarten Dreieckspunkten Abstand a
haben. Mit dem Sehnensatz erhalten wir

bla+V)=a*="b(a+Db).
Daraus folgt zunéchst b = 0/ und dann a?® = b(a + b), also a/b = (a + b)/a un

1.

= 1.

1.

q 148l _ 14c|
|BC| ~ |AB|

Zu AUFGABE 9.10. Aus 5 = s wnd |BC| = |AX] folgt |55 = {541 Nach dem
S:W:S Ahnlichkeitssatz sind ABC' und C'BX &hnliche Dreiecke, denn ZABC = ZCBX.
Insbesondere erhalten wir <XCB = <CAB und 1= = 1981 4150 |OX| = |CB| = |AX]

[AC| [AB|’
und daher <ACX = <CAB. Somit
JABC = <BCA = <XCUB + <ACX = 2<CAB.
Da die Winkelsumme im Dreieck 2R betragt, folgt 5<<CAB = 2R und dann 5<ABC = 4R.
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