UE Lineare Algebra und Geometrie 1 SS 19
Blatt 5

Zeigen bzw. entscheiden Sie folgende Aussagen jeweils fiir Matrizen aus M, (K):

(a) Wenn A ~ B (d.h. A und B sind dhnlich), dann haben A und B dieselben Eigenwerte,
dieselbe Determinante, dieselbe Spur ... einfacher: dasselbe charakteristische Polynom.
(b) Zwei Diagonalmatrizen sind genau dann &dhnlich, wenn sie durch Basiswechsel in Form
einer Permutation der Standardbasis ineinander iibergefiihrt werden kénnen.

(c) Das charakteristische Polynom einer oberen Dreicksmatrix zerfallt in Linearfaktoren.
Muss so eine Matrix auch diagonalisierbar sein?

Zeigen bzw. entscheiden Sie folgende Aussagen fiir Matrizen A, B € M, (K):

(a) Seien A und B diagonalisierbar. Wenn AB # BA gilt, dann kann es keine Basis von
K™ geben, die aus Eigenvektoren sowohl fiir A als auch fiir B besteht.

[Bemerkung: Im Falle AB = BA ist die sogenannte simultane Diagonalisierung aber méglich. |
(b) Kann es in (a) vorkommen, dass AB diagonalisierbar ist, wihrend BA es nicht ist?!
(c) (¢b) € My(R) ist (reell) diagonalisierbar genau dann, wenn be > 0 oder b = ¢ = 0.

Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n € N, B = {vy,...,v,} eine Basis von V
und ® € L(V). Zeigen Sie: z[®|5 ist genau dann eine obere Dreicksmatrix, wenn fiir jedes
k=1,...,n der Teilraum V} := span{vy, ..., v} invariant unter ® ist, d.h. ®(V},) C V,.

Fiir die Aufgaben nehmen wir an, dass das charakteristische Polynom x4 von
A € M, (K) komplett in Linearfaktoren zerfillt (was z.B. im Falle K = C immer zutrifft).
[Geméf eines Resultats der VO muss das charakteristische Polynom einer diagonalisierbaren Ma-
trix notwendig in Linearfaktoren zerfallen, aber die Umkehrung davon gilt eben nicht.]

Wir nehmen also an, dass mit den (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerten Ay, ..., A, €
K von A die folgende Zerlegung gilt: xa(z) = (=1)"(z — M) (x — A2) -+ (. — A\p).

Zeigen Sie: det(A) = Mg+ A\, und tr(A) = A\ + X+ + Ay

Sei n > 2. Wir wéahlen einen Eigenvektor v; zu A; und ergédnzen durch B’ :=
{uz, ..., u,} zu einer Basis B von K". Weiters setzen wir V; := span{v; } und U := span B’,
sodass K" =V, @ U. Fiir j = 2,...,n sei jeweils Au; = ci5v1 + uj, wobei u; € U und
c1; € K eindeutig bestimmt sind. Schlieflich seien die linearen Abbildungen L: U — U
und a: U — K durch die Werte L(u;) := u} bzw. a(u;) := ci; auf der Basis B’ festgelegt.
Zeigen Sie zunéchst die Relation Au = a(u)v; + L(u) fir alle u € U. Weiters schliefsen
Sie durch Betrachtung der Matrix g[A]g, dass xa(z) = (A — z)xr(x) gilt und daher das
charakteristische Polynom von L ebenfalls in Linearfaktoren zerfillt.

Beweisen Sie mit der Konstruktion aus und mit Hilfe von durch Induktion
nach n, dass A &hnlich zu einer oberen Dreicksmatrix ist. [Hinweis: Falls wy, ..., w,_1 eine
Basis von U ist, beziiglich der L obere Dreiecksform annimmt, dann betrachte V3 und Vi :=
span{vi,wy,...,wg_1} fir k=2,...,n.|

Bemerkung: Wir haben hier den sogenannten Trigonalisierungssatz?> bewiesen: Eine quadra-
tische Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, ist &hnlich zu einer
oberen Dreiecksmatrix. Insbesondere ist damit jede komplexe quadratische Matrix dhnlich zu
einer solchen. (Dies wird im 3. Semester mit der Jordan-Normalform noch vertieft.)

'Es schadet fast nie, zunéichst mit 2 x 2-Matrizen zu ,experimentieren” ...
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