UE Lineare Algebra und Geometrie 1 SS 19
Blatt 9

Nun zu Abschnitt iiber Positivitdt und Polarzerlegung: Aus dem Klassiker

Finite dimensional vector spaces von Paul R. Halmos, Princeton University Press 1948:

,The three most important subsets of the complex number plane are the real
numbers, the positive real numbers, and the numbers of absolute value one. We
shall now proceed systematically to use our heuristic analogy of transformations
with complex numbers and try to discover the analogs among transformations
of these well known numerical concepts.”

Zeigen Sie direkt aus der Definition, dass A = (¢%) € My(R) genau dann positiv
deﬁnlt ISt, wenn a > O llIld det A > 0 [Hinweis: Fiir q(z,y) := (z,y)A(z) gilt aq(z,y) = (az + by)? + (det A)y? ]

Zeigen Sie mit Hilfe des Spektralsatzes, dass eine symmetrische Matrix A € M, (R)
genau dann positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte grofer als 0 sind.

Fiir invertierbare quadratische Matrizen hatten wir in der VO eine vereinfachte Po-
larzerlegung besprochen. Was ergibt sich bei Anwendung auf folgende Matrizen jeweils fiir
die Isometrie und den Absolutbetrag?

A = (1“ Q) , Ay = (COS(O‘) _Sm<o‘)) mit a € [0, 27].

0 sin(a)  cos(a)

In der VO wurde die Polarzerlegung als Schritt 2) im Rahmen der Singuldrwertzerle-
gung diskutiert (bzw. entspricht dies auch gerade Satz 7.129 im Buch von Waldmann, genauer
dem Beweisteil zur Existenz). Wiederholen Sie diese Konstruktionsschritte im Detail.

Sei A € M,,«m(R) wie {iblich aufgefasst als lineare Abbildung R™ — R™. Fiir z € R™,
x # 0, kann die Grofse vy(z) := ||Az||/||x| als Langenverzerrungsverhéltnis in Richtung x
verstanden werden. Zeigen Sie:

(a) Fir A € R\ {0} ist va(Ax) = va(x); weiters va(z) = 0 genau dann, wenn x € ker A.
(b) Sei so der grofite singuldre Wert von A (daher s3 gerade der gréRte Eigenwert von A*A),
dann ist va(u) = sp fiir jeden Eigenvektor u von A*A zum Eigenwert s3.

(c) Fiir alle z € R™ \ {0} gilt va(x) < Sq. 1zeige 142)? = (2, 4 Az) < sZ[l2]? mittels Spekralsate fiir A”A.]

[|Az|]
lll

Bemerkung: ||A]| := sup{ | © € R™, x # 0} ist gerade die Operatornorm von A.

-2 4 -4
Aufgaben' [62 163 ] beziehen sich jeweils auf die Matrix A= | 6 6 3
-2 4 -4

Berechnen Sie die singuldren Werte sg > s1 > s9 > 0 von A.

Geben Sie die Singuldrwertzerlegung fiir A an, d.h. bestimmen Sie orthogonale 3 x 3-
Matrizen @, T, sodass QAT = diag(so, $1, s2) wird. (Wegen m = n = 3 erhalten wir hier eine
Diagonalmatrix und zudem haben @ und T" dieselbe Grofe.)

1Stiitzen Sie sich hier bei Zwischenrechnungen mit grofen Zahlen gerne auf Computer(algebra). Bis auf
einzelne Faktoren v/2 geht es sich eh sehr schon aus, mit rationalen Ausdriicken weiterzurechnen.
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