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MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — KOMBINATORIK
Schifforl versonken G

A B D II“X Y Z
Wie viele Paare (©,*) gibt es, bei denen © ein Buchstabe ¢ -
aus {A, B,C, ..., Z} und « eine Ziffer aus {1,2,3,...,9} ist? !

2 .

Im Raster rechts ist zum Beispiel das Paar (C,2) markiert. 3
Die Anzahl verschiedener Paare ist . (-) ‘ | | ‘ ‘ ‘ | | ‘ ‘
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Modularer Aufbau

Potenzen mit natiirlichen Exponenten @] MATHEMALS
FREVINIDE

‘Wir verwenden die Potenzschreibweise, um uns Schreibarbeit zu ersparen:

Die Schreibweise o ist praktischer als a-a-a-a-a-a-a-a-a.

a"=a-a-a-...-q

Sprechweise: . hoch n* oder manchmal die ,n-te Potenz von a*
n Faktoren

Die Zahl a heifit Basis, die Zahl n heifit Exponent.

Schreibweisen % e
M FREV(NIDE

Welche ganzen Zahlen verstecken sich hinter den folgenden Potenzen?

2 = 32 _ 51—
1= 02 = (1) =

Rechenregeln fiir Potenzen iTHEMATI
O =ER

Kannst du erkliren, weshalb diese Rechenregeln gelten? Denke zum Beispiel an n = 3 und m = 2.

1) a® - g™ = an+m

2) (a-b)"

a” - b

Was kann ich verstehen? Was soll ich lernen?




Modularer Aufbau

,,Es ist, was es ist. Das muss ich lernen.“

»,Das kann ich verstehen und erklédren.“

»Hier soll ich aktiv werden.“

,,Hier hilft mir Technologie beim Verstehen.*
,Hier kommt ein Kochrezept.“

,Diese Formel finde ich in der Formelsammlung.“
,In diese Falle tappe ich nicht.“

,Hier kann ich mich herausfordern.

,Hier kann ich eine mathematische Idee nachvollziehen.“
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Grundkompetenzen (AHS)

Grundkompetenzen
Anderungsmafle

AN1.1  absolute und relative (prozentuelle) Anderungsmafie unterscheiden und angemes-
sen verwenden kdnnen

AN1.2  denZusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differenzialquo-
tient (,momentane" bzw. lokale Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven
Grenzwertbegriffs kennen und diese Konzepte (verbal sowie in formaler Schreib-
weise) auch kontextbezogen anwenden kénnen

AN 1.3 den Differenzen- und Differenzialquotienten in verschiedenen Kontexten deuten
und entsprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw. Differenzialquotien-
ten beschreiben kdnnen
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Grundkompetenzen (AHS)

Regeln fir das Differenzieren

AN 2.1 einfache Regeln des Differenzierens kennen und anwenden kénnen: Potenzregel,
Summenregel, Regeln fur [k - f(x)]"und [f(k - X)]’ (vgl. Inhaltsbereich Funktionale
Abhdngigkeiten)

Ableitungsfunktion/Stammfunktion

AN 3.1 die Begriffe Ableitungsfunktion und Stammfunktion kennen und zur Beschreibung
von Funktionen einsetzen kdnnen

AN 3.2 denZusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion
und Stammfunktion) in deren grafischer Darstellung (er)kennen und beschreiben
kénnen

AN 3.3 Eigenschaften von Funktionen mithilfe der Ableitung(sfunktion) beschreiben kén-
nen: Monotonie, lokale Extrema, Links- und Rechtskrimmung, Wendestellen
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Deskriptoren (BHS)

Teil A:

Deskriptor

Formulierung des Deskriptors: Inhalt und Handlung

4.1

Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen auf der Basis eines intuitiven Begriffsver-
standnisses interpretieren und damit argumentieren

4.2

Differenzen- und Differenzialquotient als mittlere bzw. lokale Anderungsraten interpre-
tieren, damit anwendungsbezogen modellieren, rechnen und argumentieren
siehe Kommentar

43

Regeln zum Berechnen von Ableitungsfunktionen von Potenz-, Polynom- und Exponen-
tialfunktionen und Funktionen, die aus diesen zusammengesetzt sind, verstehen und
anwenden: Faktorregel, Summenregel, Produktregel, Kettenregel

A

Monotonieverhalten, Steigung der Tangente und Steigungswinkel, lokale Extrema,
qualitatives Krummungsverhalten, Wendepunkte von Funktionen am Graphen ablesen,
mithilfe der Ableitungen modellieren, berechnen, interpretieren und argumentieren
siehe Kommentar

4.5

den Zusammenhang zwischen Funktion und ihrer Ableitungsfunktion bzw. einer
Stammfunktion interpretieren und erklaren; bei gegebenem Graphen einer Funktion
den Graphen der zugehdrigen Ableitungsfunktion skizzieren siehe Kommentar
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Deskriptoren (BHS)

Teil B (HTL 2):

Deskriptor

Formulierung des Deskriptors: Inhalt und Handlung

Kompetenzen fur Teil B (Ubergreifend Uber beide HTL-Cluster)

BT s Eigenschaften von Funktionen: asymptotisches Verhalten bei Sattigungs- und
~ 14 Abklingfunktionen beschreiben und erklaren; Unstetigkeitsstellen interpretieren

Clusterspezifische Kompetenzen (Cluster HTL 2)

Ableitungsfunktionen von Winkel- und Logarithmusfunktionen sowie von zusam-

B_T2_4.2 mengesetzten Funktionen berechnen; Quotientenregel anwenden

B Ta Stammfunktionen von Winkel- und Exponentialfunktionen berechnen; Methode
—12-43 der linearen Substitution anwenden

B.T2 44 Differenzialrechnung im anwendungsbezogenen Kontext anwenden: modellieren,

berechnen, interpretieren und damit argumentieren  siehe Kommentar




Wiederholung: Anderungsmafle

t...Zeitin h
f(t) ... Temperatur in °C zum Zeitpunkt ¢

Anderungsmafie |v / J
1 e

Eine Funktion f ist auf dem Intervall [a;b] definiert.
1) Absolute Anderung von f in [a;b]:  f(b) — f(a)

2) Relative Anderung von f in [a;]: M mit f(a) # 0.
f(a)
f(b) — f(a)

3) Mittlere Anderungsrate von f in [a;b]: mit a < b.

b—a

1) Wie kann man f(12) — f(8) = 7°C interpretieren?
f(12) = f(8)
f(8)
f(12) = f(8)
12 -8

2) Wie kann man = 0,35 interpretieren?

3) Wie kann man = 1,75°C/h interpretieren?
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Weg-Geschwindigkeit-Beschleunigung

Beispiel 2.2. Die Fahrt einer U-Bahn zwischen zwei Stationen dauert 70 Sekunden.
Der Fahrtverlauf wird nidherungsweise durch eine Weg-Zeit-Funktion s beschrieben:

2 6 t... Zeit in Sekunden, 0 < ¢t < 70
trgt ()

s(t)=———=-1
)= —555 7

. zurlickgelegter Weg in Metern nach ¢ Sekunden

a) Berechne die Streckenlédnge zwischen den Stationen.

b) Berechne die mittlere Anderungsrate von s in [20;50] und interpretiere sie im Kontext.

Die zugehorige Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v hat die folgende Gleichung:
6 12 t... Zeit in Sekunden, 0 < ¢ < 70
245 7 v(t) ... Geschwindigkeit in m/s nach ¢ Sekunden

c) Berechne die Geschwindigkeit der U-Bahn nach 20 Sekunden.
d) Berechne die mittlere Geschwindigkeit der U-Bahn in den Zeitraumen

1) [20;30], 2) [20;21], 3) [20;20.1], 4) [20;20,01]. Vergleiche die Werte mit ). Was fallt dir auf?
e) Berechne die mittlere Anderungsrate von v in [10;30] und interpretiere sie im Kontext.

Kompetenzheft — Differenzieren I
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Weg-Geschwindigkeit-Beschleunigung

a) Esist $(70) = 1400m und s(0) = Om.

Die U-Bahn legt zwischen den beiden Stationen also 1400 m zurtick. 1400/ 5(8) 1n Metern
b) Die mittlere Anderungsrate von s in [20;50] ist 1200
5(50) — s(2! 11224... — 277,5... 44 8. 1000
s(50) — s(20) _ , 77,5 _ 844,8...m — 98,16... m/s.
50 — 20 50 — 20 30s ’ 800
Im Zeitraum [20; 50] legt die U-Bahn pro Sekunde durchschnittlich — *°
- 400
28,16...m zurdack. L
Die mittlere Geschwindigkeit der U-Bahn im Zeitraum [20;50] ist m Iianekun(len

0 10 20 30 40 50 60 70
28,16...m/s.

¢) Nach 20 Sekunden fihrt die U-Bahn mit der Geschwindigkeit v(20) = 24,48... m/s.
d) Die gesuchten mittleren Geschwindigkeiten sind
1) 5(30) — s(20)
30 — 20

e) Die mittlere Anderungsrate von v in [10;30] ist

v(30) —v(10)  14,69...m/s 5
= =0,734...m/s>.
30— 10 20s 0734...m/s

Im Zeitraum [10;30] steigt die Geschwindigkeit der U-Bahn pro Sekunde durchschnittlich um
0,734...m/s. Die mittlere Beschleunigung der U-Bahn im Zeitraum [10; 30] ist 0,734...m/s%. O

=27,34...m/s, 2) 24,84...m/s, 3) 24,52...m/s, 4) 24,49...m/s.

Kompetenzheft — Differenzieren I
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Weg-Geschwindigkeit-Beschleunigung

s(t) in Metern
1400

1200
1000
800
600
400

200

A .
t in Sekunden
0 10 20 30 40 50 60 70

Ist die U-Bahn im Punkt A oder im Punkt B schneller?
Woran erkennst du das?
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Optimierungsaufgaben

Rechteckiger Karton mit Seitenldngen a = 21 ¢m und b = 30 cm

21-2-x

1300{ V() in cm®
T T 1200
1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
x x 100

.7 - 08

 in cm
= = o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Das Volumen V der gefalteten Schachtel hdngt von x ab.

Fiir welche Zahl x ist das Volumen so grofl wie moglich?

Arbeitsblatt — Optimierungsaufgaben
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Steigungsmessung an Funktionsgraphen

Ein Funktionsgraph modelliert das Profil eines Hiigels:

e Wo ist der tiefste Punkt? ()

o Wo ist der hochste Punkt?

T,

o Wo geht es am steilsten bergauf? ———— <

Allgemein:
Wie misst man die Steigung des Funktionsgraphen
in einem Punkt?
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Steigungsmes

~ Arbeitsblatt — Steigungsmessung von Geraden

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — STEIGUNGSMESSUNG VON GERADEN

it it ATHEMATIK
Steigungsdreieck of> 0 MEFEL
o0 FREVINDE

Die Gerade rechts verlauft durch die beiden Punkte N
A=(4]2) und B=(4+Az|2+Ay).

‘Wir haben das zugehorige Steigungsdreieck eingezeichnet.

Streiche die falschen Antworten durch: Az >0, Ay >0 3
2]
Je griBer Ay, desto steiler/flacher ist die Gerade. |
4
Je grofler Az, desto steiler/flacher ist die Gerade. 5 — T

A
Das Seitenverhéltnis A_y nennen wir die Steigung der Geraden.
z

Bei der Gerade links ist ein Steigungsdreieck mit

Ar = und Ay =

eingezeichnet. Welche Steigung hat die Gerade?

chnung macht Freu(n)de
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Steigungsmessun

~» Arbeitsblatt — Differentialquotient

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — DIFFERENTIALQUOTIENT
Steigungen berechnen mz:l;’:lﬂ'“‘
3 FREUINIDE
Der dargestellte Funktionsgraph modelliert das Profil eines Hiigels: flx)

« Wo ist der tiefste Punkt?
« Wo ist der hichste Punkt? f

« Wo geht es am steilsten bergauf?

Mithilfe der Differentialrechnung finden wir exakte Antworten o 1 23 45 8
auf solche Fragestellungen. Fla)= -2 234 83 .g2 2. gy 20

Wie konnen wir die Steigung des Funktionsgraphen in einem Punkt messen bzw. berechnen?

Von den Sekanten zur Tangente am Kreis

Wir stellen uns zwei Personen auf einem Kreis vor.

Anton steht fest. Barbara bewegt sich auf dem Kreis auf Anton zu.
Anton behiilt Barbara dabei fest im Blick.

In welche Richtung blickt Anton in dem Moment, wo Barbara ihn trifft?
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%  Weitere Ableitungen héndisch berechnen

Warum gelten die folgenden Ableitungsregeln?

1 1 / 2 1

= — = :—]_ —_——

e a(r) =7 = d(x)=(-1)-z 2

ba)= - =22 = V()= (-2 2=

o ba)= H=a = M) = (-2t =
1 1

oc(:x):\/fzx% = c’(x)zi-w_%:zﬁ
5 1 , 1 2 1
od(zx)=r=03 = d(x)=5 273=—3

3 3. 2

Hinweis: (a —b) - (a? +a - b+ b%) = a® — b3

Lukas Riegler
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% Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation von Differenzierbarkeit

Wie kann eine Funktion nicht differenzierbar sein?

Lukas Riegler Differentialrechnung macht Freu(n)de
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Ableitungsregeln

a

a(x)=5-23-3-22+4-2-3

Welche Regeln helfen beim

Ermitteln von Ableitungen?

bx) =2 -x-€"

c(r) = In(z? + 42)

Funktion f Ableitungsfunktion f’
sin(x)

) = k fx)=0 d(x) = +6

@)=
fx) = x@ f=q-x! Ableitungsregeln
f(x) = e~ f(x) = e Faktorregel k- =k-f
0=a 00 = Ine) - & S Summenregel (fxg)=f=+g"

i Produktregel (f-g=f-g+f-g
o =1 o=~ P
(i) =% Quotientenregel i) g —2f 9 mit g(x) =0
09 = log.(x) ) = —— g g
¢ x-In(a) Kettenregel hix) =f(g(x) = h'(x)=Ff(g(x) - g'x)

9 = sint ) = cos(x SRDP-Formelsammlung
f(x) = cos(x) 7'(x) = =sin(x) KH — Differenzieren I
1) = tan(x) ) =1+ tan?(x) = m
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First derivative test

f ist eine differenzierbare Funktion.

Gesucht ist eine Stelle xpax in [a, b], an der
die Funktion f den grdfSten Funktionswert annimmt.

@) T, @)

o0t 06 08 2
GUBIS &

a Tmax b a = Tmax b

Welche Stellen in [a, b] kommen dafiir in Frage?
KH — Differenzieren II
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Optimierungsaufgaben

~ Arbeitsblatt — Optimierungsaufgaben

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — OPTIMIERUNGSAUFGABEN

ciner Schachtel maximioren -3 WD
[ o
Aus einem rechteckigen Stiick Karton mit den Seitenlingen a = 21 cm und
b= 30cm wollen wir eine Schachtel mit méglichst groem Volumen falten.
(i

Dazu schneiden wir von den 4 Ecken jeweils ein Quadrat mit = em Seitenlange ab.

T T 1) Ergéinze die Lingen im Bild links.

T T 2) Fiir welche Werte von = kénnen wir eine Schachtel falten?

<r<

3) V(x)... Volumen der Schachtel in cm?

Stelle eine Gleichung der Funktion V auf:

Differentialrechnung macht Freu(n)de
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Kurvenuntersuchungen

~ Arbeitsblatt — Ableitungen héherer Ordnung

M

N

ATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG
1. Ableitung und 2. Ableitung  §{=] MATHEMATIK
R

f’ ist die Ableitungsfunktion von f.
Die Ableitung von f* — also (f")'

nennen wir die 2. Ableitung von f und schreiben kurz f”(z).

Wir sagen auch kurz: . f' ist die Ableitung von f.*

Steigung und Monotonieverhalten TERAL
o
Mit Hilfe der ersten Ableitung f' untersuchen wir die £z ;

Steigung und das Monotonieverhalten von f:
Die Tangente an f an der Stelle zq ist waagrecht.

= f(x0) 0

Die Steigung von f an der Stelle xq ist positiv.
= flxg) 0

Die Steigung von f an der Stelle zy ist negativ.
= fllxo) 0

f ist monoton wachsend in Ja; b.

=  fl(z) 0 fiir alle = in ]a; b].

f ist monoton fallend in Ja;b[.

f'(x)

entialrechnung macht Freu(n)de
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Kurvenuntersuchungen

~» Technologieblatt — Kurvenuntersuchungen

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE TB — KURVENUNTERSUCHUNGEN Q

Funktionen definieren

Neue Objekte wie zum Beispiel Funktionen kannst du in GeoGebra in der Eingabezeile definieren:
p(z) = 62 — 022 + %1 -0,8
Eingabe: p(x):=6*xA3-9*xA2+3/2*x-0.8 ‘
A Definiere Funktionen mit := und nicht mit =. In der Eingabezeile ist beides méglich, in der CAS-Ansicht nur :—.

A Komma musst du als Punkt (.) eingeben und nicht als Beistrich ().

A Mache versteckte Multiplikationen mit Stern (*) sichtbar. 2z wird zwar zu 2 -z, aber az ist eine Variable ,az
Funktionswerte, Nullstellen, Mini Maxi LY arsEs
ma
‘l('l FREVINIDE

Gegeben ist die Funktion p mit p(z) = 6-2° — 9.2 + % cx—08.

a) Fiille die Wertetabelle aus.

v -2 -1 0 1 2 3 4

p(z)

b) Berechne die (reelle) Nullstelle von p.



http://mmf.univie.ac.at/fileadmin/user_upload/p_mathematikmachtfreunde/Materialien/TB-Kurvenuntersuchungen.pdf

U

gekehrte Kurvenuntersuchungen

~ Technologieblatt — Umgekehrte Kurvenuntersuchungen

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE TB — UMGEKEHRTE KURVENUNTERSUCHUNGEN @

Gib zu jeder Eigenschaft die zugehorige(n) Gleichung(en) an, und skizziere einen moglichen Funktionsgraphen.

1) Der Funktionsgraph verliuft durch den Punkt (1 | 4). 2) Die Funktion hat die Nullstelle z = 3.

5] 5]

4 4

3 3

2 2

! @ ! x
5432112345 549212345

-2 -2

-3 -3

-4 -4

-5 -5
3) Im Punkt (2 | 1) hat f ein lokales Minimum. 4) Im Punkt (—2 | 3) hat £ ein lokales Maximum.

5] T

4 4

3 3

2 2

! x ! z
7547372711 123 45 75747372711 123 45

-2 -2

-3 -3

-4 -4

-5 -5
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Newtonsches Naherungsverfahr

~ Arbeitsblatt — Newtonsches Ndherungsverfahren

MATHEMATIK MACHT FREU(N)DE AB — NEWTONSCHES NAHERUNGSVERFAHREN
Wozu Niherungsverfahren? MATHEMATIK
C DTk,
Die Nullstellen von linearen Funktionen und y
quadratischen Funktionen kénnen wir ezakt berechnen. h g :
Dic Funktion 4 mit h(z) = 0,122 —sin(z) hat 2 Nullstellen. 2
1

Dic zugchorige Gleichung T T

R EEE SRRy
0=0,1-27 —sin(z) ,
3

hat die Losung 1 = 0 und eine zweite Losung . f
Wir konnen diese Gleichung aber nicht auf  umformen. -5

Zwischenwertsatz % ATHEMATC
W FREU(NIOE
Die Funktionen f und g sind im Intervall [1;4] definiert und haben dort keine Nullstelle.
Vervollstandige links und rechts die Funktionsgraphen ohne den Stift abzusetzen.

s@ i o(a) =

Differentialrechnung macht Freu(n)de
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